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ie — mesure d’incertitude P . - s
Axiomes, entropie de Shan: 3 propriétés

Entropie différentielle
D’autres mesures d’information

QUELQUES EXEMPLES

Quel est le point commun entre les problémes suivants?

@ On dispose d’un dé a 8 faces. On souhaite coder chaque face par une
séquence binaire (suite de 0 et 1) suivant les contraintes:
e a partir d’une séquence binaire correspondant a une séquence de
lancers, on souhaite retrouver la séquence des faces (décodage),
e on souhaite, “en moyenne”, utiliser le moins de bits possible.
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QUELQUES EXEMPLES

Quel est le point commun entre les problémes suivants?

@ On dispose d’un dé a 8 faces. On souhaite coder chaque face par une
séquence binaire (suite de 0 et 1) suivant les contraintes:
e a partir d’une séquence binaire correspondant a une séquence de
lancers, on souhaite retrouver la séquence des faces (décodage),
e on souhaite, “en moyenne”, utiliser le moins de bits possible.

@ Une piece a une probabilité p de tomber sur pile. X est le nombre de
lancers nécessaires pour tomber sur “face” et Vali vient de faire
I’expérience. En lui posant le moins possible de questions binaires du type
“X € {1,2,3}” on souhaite deviner X.
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QUELQUES EXEMPLES

Quel est le point commun entre les problémes suivants?

@ On dispose d’un dé a 8 faces. On souhaite coder chaque face par une
séquence binaire (suite de 0 et 1) suivant les contraintes:
e a partir d’une séquence binaire correspondant a une séquence de
lancers, on souhaite retrouver la séquence des faces (décodage),
e on souhaite, “en moyenne”, utiliser le moins de bits possible.

@ Une piece a une probabilité p de tomber sur pile. X est le nombre de
lancers nécessaires pour tomber sur “face” et Vali vient de faire
I’expérience. En lui posant le moins possible de questions binaires du type
“X € {1,2,3}” on souhaite deviner X.

@ On dispose d’un générateur aléatoire X binaire de =1 dont on peut régler
a = Pr[X = 1]. On émet une séquence a travers un canal qui distord le
symbole (I'inverse, le bruite...). Comment fixer a pour “commettre le
moins d’erreurs possible”?

Information, inégalité ‘i il ’incertitude
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QUELQUES EXEMPLES

Quel est le point commun entre les problémes suivants?

@ On dispose d’un dé a 8 faces. On souhaite coder chaque face par une
séquence binaire (suite de 0 et 1) suivant les contraintes:
e a partir d’une séquence binaire correspondant a une séquence de
lancers, on souhaite retrouver la séquence des faces (décodage),
e on souhaite, “en moyenne”, utiliser le moins de bits possible.

@ Une piece a une probabilité p de tomber sur pile. X est le nombre de
lancers nécessaires pour tomber sur “face” et Vali vient de faire
I’expérience. En lui posant le moins possible de questions binaires du type
“X € {1,2,3}” on souhaite deviner X.

@ On dispose d’un générateur aléatoire X binaire de =1 dont on peut régler
a = Pr[X = 1]. On émet une séquence a travers un canal qui distord le
symbole (I'inverse, le bruite...). Comment fixer a pour “commettre le
moins d’erreurs possible”?

@ N particule de gaz parfait occupent un volume A avec chacune sa
vélocité : quelle la densité de probabilité des n vitesses des particules
sachant que I’énergie totale _, %mv? = FE est fixe?

Information, inégalités et relations d’incertitude
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ENTROPIE DE SHANNON, 1948 — AXIOMES

Variable aléatoire discréte X sur {z1,...,2n}, de loi {pr = Pr[X = zi]}r=1,.

But : construire une mesure d’incertitude/d’information H(X) = H(p1,... 7pn)

pas d’incertitude incertitude maximum
obs. n’apporte pas d’information

@ Invariante par permutation, continue selon les pi

@ pi = 1 alors H(n) croissante (incertitude croissante)
n

@ Récursivité H = H(p1 + p2,p3,...) + (p1 +p2)H (p717 i )

p1+p2’ p1+p2

p1 P2
PR H(p1+p2’p1+p2) ,,,,,,,,,,,,

Information, inégalité i il ’incertitude
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D’autres mesures d’information

ENTROPIE DE SHANNON, 1948 — AXIOMES EQUIV.

Variable aléatoire discréte X sur {z1,...,z,}, de loi {pr = Pr[X = zi]}r=1,...,n

But : construire une mesure d’incertitude/d’information H(X) = H(p1,...,pn)

pas d’incertitude incertitude maximum
obs. n’apporte pas d’information

@ Incertitude élémentaire — information de Hartley h(py),

H(X) =3 prh(px) continue selon les pi et symétrique

@ X, Y indépendantes, alors H(X,Y) = H(X)+ H(Y)

Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude
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Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés
‘ntropie différentielle «

D’autres mesures d’information

ENTROPIE DE SHANNON, 1948

— DEFINITION

Variable aléatoire discréte X sur {z1,...,z,}, de loi {px = Pr[X = z]}r=1,.
But : construire une mesure d’incertitude/d’information H (X)

:H(plvapn)

pas d’incertitude

incertitude maximum
obs. n’apporte pas d’information

Intuitivement, h(prgr) = h(pr) + h(qx) impose h(p) = alog(p)

Seule possibilité : H(X) = —kT Zpk log(pr) (0log0 =0)
kv

S’étend au cas k € Z, kT dof 1025'

S. Zozor
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QUELQUES PROPRIET

@ H>0
@ pi =k, < H = 0 minimum (pas d’incertitude)
® pr = L & H =logn < (incertitude maximum dans le cas fini)
1
s T TN
% 05 1
P

Information, inégalité ‘i il ’incertitude
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QUELQUES PROPRIETES

@ H>0

@ pi =k, < H = 0 minimum (pas d’incertitude)

® pr = L & H =logn < (incertitude maximum dans le cas fini)
1
s T TN
% 05 1
P

H(R) 2 AH(P) + (1 - M) H(Q)

- /umy(f)
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D’autres mesures d’information

QUELQUES PROPRIETES

@ H>0

@ pi =k, < H = 0 minimum (pas d’incertitude)

@ pr = - < H =logn < (incertitude maximum dans le cas fini)
1
ot o7 TN
0 05 1

@ Concavité : P~{pr}, Q~{qr} et R~{Apr + (1 —N)gr},A € [0; 1]
f(moy)

H(R) 2 AH(P) + (1 - M) H(Q) o

ra

- /umy(f)

@ H(aX)=H(X +c¢) = H(X) : indépendant des valeurs prises par X
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Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés
tropie différentielle as vectoriel
autres mesures d’information

UN PROBLEME DE CODAGE

@ Soit un dé a 8 faces équiprobables, codage binaire de chaque face :




Entropie — mesure d’incertitude A s Q A A
Axiomes, entropie de Shan: 3 propriétés

Entropie différentielle
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UN PROBLEME DE CODAGE

@ Soit un dé a 8 faces équiprobables, codage binaire de chaque face :
o Codage sur 3 bits : (000,001,010,011, 100,101,110, 111)

e En moyenne on a besoin de Y é X 3 = 3 bits

Information, inégalité ‘i il ’incertitude



Entropie — me e d’incertitude P . = ~ . A
Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés

Entropie différentielle cas vectoriel
D’autres mesures d’information

UN PROBLEME DE CODAGE

@ Soit un dé a 8 faces équiprobables, codage binaire de chaque face :
o Codage sur 3 bits : (000,001,010,011, 100,101,110, 111)

e En moyenne on a besoin de é X 3 = 3 bits

o Entropie H(X) = =Y pilog,(px) = = £ log, (£) = 3 bits
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Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés
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D’autres mesures d’inforn

UN PROBLEME DE CODAGE

@ Soit un dé a 8 faces équiprobables, codage binaire de chaque face :
o Codage sur 3 bits : (000,001,010,011, 100,101,110, 111)
e En moyenne on a besoin de Y é X 3 = 3 bits
o Entropie H(X) = =Y pilog,(px) = = £ log, (£) = 3 bits

11111111)_

@ Supposons cette fois le dé pipé, (57 1980167 640 64 610 64

e Comme avant : codage sur 3 bits, & 3 bits en moyenne

Information, inégalités et relations d’incertitude
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D’autres mesures d’information

UN PROBLEME DE CODAGE

@ Soit un dé a 8 faces équiprobables, codage binaire de chaque face :
o Codage sur 3 bits : (000,001,010,011, 100,101,110, 111)

e En moyenne on a besoin de é X 3 = 3 bits

o Entropie H(X) = =Y pilog,(px) = = £ log, (£) = 3 bits

e g (10101 1 1 1 1 1),
@ Supposons cette fois le dé pipé, (§7Z’§7ﬁ7677677@7@) :

e Comme avant : codage sur 3 bits, & 3 bits en moyenne

e “0” forte proba. d’apparition ~~ codage sur peu de bits
“7” faible proba. d’apparition ~» codage sur plus de bits

S. Zozor Information, inégalités et relatio d’incertitude
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Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés

Ent 1iff tielle vectoriel

D’autres mesures d’information

UN PROBLEME DE CODAGE

@ Soit un dé a 8 faces équiprobables, codage binaire de chaque face :

e Codage sur 3 bits : (000,001,010,011, 100,101,110, 111)

e En moyenne on a besoin de Y é X 3 = 3 bits
o Entropie H(X) = =Y pilog,(px) = = £ log, (£) = 3 bits

@ Supposons cette fois le dé pipé, (1 R T g

318 16 617 647 547 81)
e Comme avant : codage sur 3 bits, & 3 bits en moyenne
e “0” forte proba. d’apparition ~~ codage sur peu de bits
“7” faible proba. d’apparition ~» codage sur plus de bits
choix (0,10,110,1110,111100,111101,111110,111111)
e séquences décodable. . .
@ on a besoin de...6 bits !

S. Zozor
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D’autres mesures d’information

UN PROBLEME DE CODAGE

@ Soit un dé a 8 faces équiprobables, codage binaire de chaque face :

e Codage sur 3 bits : (000,001,010,011, 100,101,110, 111)

e En moyenne on a besoin de Y é X 3 = 3 bits
o Entropie H(X) = =Y pilog,(px) = = £ log, (£) = 3 bits

@ Supposons cette fois le dé pipé, (1 R T g

3000 € 160 800 640 640 64)
e Comme avant : codage sur 3 bits, & 3 bits en moyenne

e “0” forte proba. d’apparition ~~ codage sur peu de bits
“7” faible proba. d’apparition ~» codage sur plus de bits
choix (0,10,110,1110,111100,111101,111110,111111)

e séquences décodable. . .
@ on a besoin de...6 bits !

@ mais en moyenne %xl—!— ixQ—&— ixfi—i— ix4—|— %xG: 2 bits

S. Zozor
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D’autres mesures d’information

UN PROBLEME DE CODAGE

@ Soit un dé a 8 faces équiprobables, codage binaire de chaque face :

e Codage sur 3 bits : (000,001,010,011, 100,101,110, 111)

e En moyenne on a besoin de Y é X 3 = 3 bits
o Entropie H(X) = =Y pilog,(px) = = £ log, (£) = 3 bits

@ Supposons cette fois le dé pipé, (1 R T g

3000 € 160 800 640 640 64)
e Comme avant : codage sur 3 bits, & 3 bits en moyenne

e “0” forte proba. d’apparition ~~ codage sur peu de bits
“7” faible proba. d’apparition ~» codage sur plus de bits
choix (0,10,110,1110,111100,111101,111110,111111)
e séquences décodable. . .
e on a besoin de...6 bits !
@ mais en moyenne %xl + ixQ + ixfi + ix4—|— %xG = 2 bits
e Entropie H(X) = —3 prlog,(pr) = 2 bits

S. Zozor
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D’autres mesures d’information

UN PROBLEME DE CODAGE

@ Soit un dé a 8 faces équiprobables, codage binaire de chaque face :

e Codage sur 3 bits : (000,001,010,011, 100,101,110, 111)

e En moyenne on a besoin de Y é X 3 = 3 bits
o Entropie H(X) = =Y pilog,(px) = = £ log, (£) = 3 bits

@ Supposons cette fois le dé pipé, (1 R T g

3000 € 160 800 640 640 64)
e Comme avant : codage sur 3 bits, & 3 bits en moyenne

e “0” forte proba. d’apparition ~~ codage sur peu de bits
“7” faible proba. d’apparition ~» codage sur plus de bits
choix (0,10,110,1110,111100,111101,111110,111111)
e séquences décodable. . .
@ on a besoin de...6 bits !
@ mais en moyenne %xl + ixQ + ixfi + ix4—|— %xG = 2 bits

e Entropie H(X) = —3 prlog,(pr) = 2 bits

@ Code optimum de taille moyenne L* : H(X) < L* < H(X) + 1

S. Zozor
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Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés

Entropie différentielle — cas vectori

D’autres mesures d’information

APPLICATION A UN PROBLEME DE PILE OU FACE

Une piece a une probabilité p de tomber sur le coté “pile”.
Soit X le nombre de lancers successifs nécessaires pour tomber sur “face”.

@ Déterminer py = Pr[X = k| puis entropie H(X) = f(p) de X.

Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude
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D’autres mesures d’information

APPLICATION A UN PROBLEME DE PILE OU FACE

Une piece a une probabilité p de tomber sur le coté “pile”.
Soit X le nombre de lancers successifs nécessaires pour tomber sur “face”.

@ Déterminer py = Pr[X = k| puis entropie H(X) = f(p) de X.

Vali vient de faire x lancers pour tomber enfin sur “face”. On veut deviner x
en lui posant une suite de questions binaires “x € {z1,...x5} 77

@ Quelle séquence “naive” de questions permettrait de deviner x ?

@ Quel est le nombre moyen N de questions a poser pour trouver z 7

V2

@ Comparer N et H(X) dans les cas p = % et p = 42,

2

Information, inégalités et relations d’incertitude
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D’autres mesures d’information

APPLICATION A UN PROBLEME DE PILE OU FACE

Une piece a une probabilité p de tomber sur le coté “pile”.
Soit X le nombre de lancers successifs nécessaires pour tomber sur “face”.

@ Déterminer py = Pr[X = k| puis entropie H(X) = f(p) de X.

Vali vient de faire x lancers pour tomber enfin sur “face”. On veut deviner x
en lui posant une suite de questions binaires “x € {z1,...x5} 77

@ Quelle séquence “naive” de questions permettrait de deviner x ?

@ Quel est le nombre moyen N de questions a poser pour trouver z 7

V2

@ Comparer N et H(X) dans les cas p = % et p = 42,

2
@ Peut-on trouver une séquence de questions plus courte (en moyenne)?

@ Si oui, quel est le nombre moyen N* de questions? Conclure.

Information, inégalités et relations d’incertitude
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Entropie différentielle — cas vectoriel
D’autres mesures d’information

EXTENSION AU CAS CONTINU

Pour X variable aléatoire continue, par analogie :
H(X)=— /p("c) logp(x)dx  (entropie différentielle)

Pas d’approche axiomatique (& ma connaissance)

Information, inégalité d il ’incertitude
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D’autres mesures d’information

EXTENSION AU CAS CONTINU

Pour X variable aléatoire continue, par analogie :
H(X)=— /p("c) logp(x)dx  (entropie différentielle)
Pas d’approche axiomatique (& ma connaissance)

Lien avec ’entropie discréete : p(e)

(k+1)A -
Soit i, tel que pr, = p(zr)A = / p(z) dx \
kA

X2 =ap sur [kA; (k+1)A), X2~ {p} :

Information, inégalités et relations d’incertitude
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D’autres mesures d’information

EXTENSION AU CAS CONTINU

Pour X variable aléatoire continue, par analogie :
H(X)=— /p("c) logp(x)dx  (entropie différentielle)

Pas d’approche axiomatique (& ma connaissance)

Lien avec ’entropie discréete : p(2)
(k+1)A - -
Soit i, tel que pr, = p(zr)A = / p(z) dx \
kA
X2 =g sur [EA; (k+1)A), X~ {p} . .

A
- Zpk logpr = — Zp(:z;k)A log(p(zk)A)
= —logA — Zp(mk) logp(zx) A

H (XA)

S. Zozor Information, inégalités et relatio d’incertitude
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D’autres mesures d’information

EXTENSION AU CAS CONTINU

Pour X variable aléatoire continue, par analogie :
H(X)=— /p("c) logp(x)dx  (entropie différentielle)

Pas d’approche axiomatique (& ma connaissance)

Lien avec ’entropie discréete : p(2)
(k+1)A - -
Soit i, tel que pr, = p(zr)A = / p(z) dx \
kA
X2 =g sur [EA; (k+1)A), X~ {p} . .

A
- Zpk logpr = — Zp(:z;k)A log(p(zk)A)
= —logA — Zp(mk) logp(zx) A

H (XA)

lim H (XA) +log A = H(X)

S. Zozor Information, inégalités et relatio d’incertitude
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f Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés

Entropie différentielle — cas vectoriel

D’autres mesures d’information

QUELQUES PROPRIETES DU CAS CONTINU

@ X définie sur [a; b] borné, maximum H = log(b — a) < X uniforme
H peut étre négative et — —oo pour b — a (pas d’incertitude)

Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Entropie — mesure d’incertitude 5 5 \ q,ana
f Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés

Entropie différentielle — cas vectoriel

D’autres mesures d’information

QUELQUES PROPRIETES DU CAS CONTINU

@ X définie sur [a; b] borné, maximum H = log(b — a) < X uniforme
H peut étre négative et — —oo pour b — a (pas d’incertitude)

@ Concavité : H(Ap+ (1 —X)g) > AH(p) + (1 — N)H(q)

Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude
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D’autres mesures d’information

QUELQUES PROPRIETES DU CAS CONTINU

@ X définie sur [a; b] borné, maximum H = log(b — a) < X uniforme
H peut étre négative et — —oo pour b — a (pas d’incertitude)

@ Concavité : H(Ap+ (1 —X)g) > AH(p) + (1 — N)H(q)

@ Support R, variance/puissance fixée o2,

maximum H(X) = 1 log(2me) + logo < p(z) = \/%U exp (— %)

en Gaussien, o” contient toute I'information/incertitude sur X

S. Zozor Information, inégalités et relatio d’incertitude
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le — cas vectoriel
D’autres mesures d’information

QUELQUES PROPRIETES DU CAS CONTINU

@ X définie sur [a; b] borné, maximum H = log(b — a) < X uniforme
H peut étre négative et — —oo pour b — a (pas d’incertitude)

@ Concavité : H(Ap+ (1 —X)g) > AH(p) + (1 — N)H(q)

@ Support R, variance/puissance fixée o2,

Vamo

en Gaussien, o” contient toute I'information/incertitude sur X

maximum H(X) = 1 log(2me) + logo < p(z) = —==— exp (_ %)

@ H(X +c¢)=H(X), mais H(aX) = H(X) + log(|al) :

dépend des “valeurs” prises par X

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude

, entropie de Shannon et ses propriétés



mesure d’incertitude 5 5 ] o
Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés

Ent e différ lle — cas vectoriel
D’autres mesures d’information

QUELQUES PROPRIETES DU CAS CONTINU

@ X définie sur [a; b] borné, maximum H = log(b — a) < X uniforme
H peut étre négative et — —oo pour b — a (pas d’incertitude)

@ Concavité : H(Ap+ (1 —X)g) > AH(p) + (1 — N)H(q)

@ Support R, variance/puissance fixée o2,

maximum H(X) = 1 log(2me) + logo < p(z) = \/%U exp (— %)

en Gaussien, o” contient toute I'information/incertitude sur X
@ H(X +c¢)=H(X), mais H(aX) = H(X) + log(|al) :
dépend des “valeurs” prises par X
@ Puissance entropique N(X) = 51— exp (2H(X))
e N(X)>0
o Uniforme N(X) = (b;rac)z —0sib—a—0

o Gaussien N(X) =02 - 0sio? =0

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude
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f Axiomes, entropie de Shannon et

Entropie différentielle — cas vectoriel
D’autres mesures d’information

ENTROPIE D’UN VECTEUR ALEATOIRE

Vecteur aléatoire X ~ p(x) sur un domaine D de R? ou Z¢, entropie de X

aussi appelée entropie conjointe des X; et notée H(Xq,..., Xq)

Information, inégalité ‘i il ’incertitude
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f Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés
Entropie différentielle — cas vectoriel
D’autres mesures d’information

ENTROPIE D’UN VECTEUR ALEATOIRE

Vecteur aléatoire X ~ p(x) sur un domaine D de R? ou Z¢, entropie de X

H(X)=- / p(x)logp(x)de ou — me,,,,,kd log i ,....ky
JD D

aussi appelée entropie conjointe des X; et notée H(Xq,..., Xq)

@ X défini sur un support D de R? de volume fini vol D
Hpax(X) =logvolD < X uniforme sur D

@ support R¢, matrice de covariance R donnée

Humax(X) = $log(2me) + log |R| < X ~ N (-, R)

S. Zozor Information, inégali et relatio: ’incertitude



Entropie — me e d’incertitude 5 5 ] o
f Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés

Entropie différentielle — cas vectoriel
D’autres mesures d’information

ENTROPIE D’UN VECTEUR ALEATOIRE

Vecteur aléatoire X ~ p(x) sur un domaine D de R? ou Z¢, entropie de X

H(X) = —/ p(x)logp(x)der ou —Zplﬁ,,.,,kd 1og Py ... kg
JD D

aussi appelée entropie conjointe des X; et notée H(Xq,..., Xq)

@ X défini sur un support D de R? de volume fini vol D
Hpax(X) =logvolD < X uniforme sur D

@ support R¢, matrice de covariance R donnée
Humax(X) = $log(2me) + log |R| < X ~ N (-, R)

@ Puissance fixée P = Trace(R), 'entropie décroit avec la corrélation

S. Zozor Information, inégali et relatio: ’incertitude



Entrop

le — cas vectoriel
D’autres mesures d’information

ENTROPIE D’UN VECTEUR ALEATOIRE

Vecteur aléatoire X ~ p(x) sur un domaine D de R? ou Z¢, entropie de X
H(X) = —/ p(x)logp(x)de ou — Zpk1 ,,,,, kg 108 Dkey ... kg
JD

aussi appelée entropie conjointe des X; et notée H(Xq,..., Xq)
@ X défini sur un support D de R? de volume fini vol D
Hpax(X) =logvolD < X uniforme sur D
@ support R¢, matrice de covariance R donnée
Humax(X) = $log(2me) + log |R| < X ~ N (-, R)
@ Puissance fixée P = Trace(R), 'entropie décroit avec la corrélation

@ Puissance entropique N(X) = ;- exp (2H(X))

2me

Taux d’entropie : H(X) = 2 H(X) ; iid H(X) = H(X1)

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude

, entropie de Shannon et ses propriétés
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f Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés

Entropie différentielle ctoriel
D’autres mesures d’information

D’AUTRES MESURE D’INCERTITUDE

@ (Co)variance : incertitude est nulle si o = 0 et augmente avec o>

Information, inégalité ‘i il ’incertitude
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I Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés
Entropie différentielle « rectoriel

D’autres mesures d’informn on

D’AUTRES MESURE D’INCERTITUDE

(Co)variance : Iincertitude est nulle si 0% = 0 et augmente avec o2

(Vp) (Vp)*
P

@ Matrice/information de Fisher : / et sa trace

@ Entropie de Rényi : Hx = 125 log [ p* (phys. stat., détec.)

Information, inégalités et relations d’incertitude
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o , entropie de Shannon et ses propriétés
iffé tielle cas vectoriel
D’autres mesures d’information

D’AUTRES MESURE D’INCERTITUDE

@ (Co)variance : incertitude est nulle si o = 0 et augmente avec o>

¢
@ Matrice/information de Fisher : / (V) (Vo). et sa trace
p

@ Entropie de Rényi : Hx = 125 log [ p* (phys. stat., détec.)

@ Entropie de Havrda et Charvat’67 : T, = qu1 (/p?—1) (phys.)

@ Entropies d’ordre (r,s) (Varma’66) : H,, = — log fﬁ:

@ Entropies de degré (r,s) (Kapur'67) : Ty, = = [(p" — p°)

@ f-entropies (Arimoto’71) : Hy = inf; [ pf ()

. - 1\?
f convexe, continuement dérivable ; A; = ﬁ (( f pt) — 1)

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Entropie — mesure d’incertitude 5 5 ] q,ana
Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés

Entropie différentielle « vectoriel

D’autres mesures d’information

ENTROPIE DE RENYI, 1961

Généralisation de Shannon :
@ Continuité ; information élémentaire h(py)
@ Indépendance H,(X,Y) = H,(X) + H,(Y)
h(pkqi) = h(px) + h(q) implique h(p) = —log(p)

Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Entropie — mesure d’incertitude

Entropie différentielle « vectoriel
D’autres mesures d’information

ENTROPIE DE RENYI, 1961

Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés

Généralisation de Shannon :
@ Continuité ; information élémentaire h(py)
@ Indépendance H,(X,Y) = H,(X) + H,(Y)
h(pkqi) = h(px) + h(q) implique h(p) = —log(p)
@ Moyenne quasi-linéaire (exponentielle) :

H.(X) = ¢ ' (X pre(h(pr))) avec ¢ continue croissante (KN)

S. Zozor Information, inégali et relations d’incertitude



Entropie — mesure d’incertitude 5 ] q,ana
ntropie de Sha 1 et ses propriétés
ifférentielle « ctoriel
d’inform on

ENTROPIE DE RENYI, 1961

Généralisation de Shannon :
@ Continuité ; information élémentaire h(py)
@ Indépendance H,(X,Y) = H,(X) + H,(Y)
h(pkqi) = h(px) + h(q) implique h(p) = —log(p)
@ Moyenne quasi-linéaire (exponentielle) :

H.(X) = ¢ ' (X pre(h(pr))) avec ¢ continue croissante (KN)

Seules solutions admissibles :

@ ¢(x) = ax + b, conduisant & Shannon

S. Zozor Information, inégalités et relatio d’incertitude



Entrop 5 ! o
o , entropie de Shannon et ses propriétés
iffé tielle cas vectoriel
D’autres mesures d’information

ENTROPIE DE RENYI, 1961

Généralisation de Shannon :
@ Continuité ; information élémentaire h(py)
@ Indépendance H,(X,Y) = H,(X) + H,(Y)
h(pra) = h(pk) + h(q) implique h(p) = —log(p)

@ Moyenne quasi-linéaire (exponentielle) :

H.(X) = ¢ ' (X pre(h(pr))) avec ¢ continue croissante (KN)

Seules solutions admissibles :

@ ¢(x) = ax + b, conduisant & Shannon

@ p(z) =ae’™% 4 pavec A > 0,# 1 conduisant & Rényi :

1 1
H\(X) = ﬁlogZp?e ﬁlog/pA(a:)dm
k

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude
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o , entropie de Shannon et ses propriétés
iffé tielle cas vectoriel
D’autres mesures d’information

ENTROPIE DE RENYI, 1961

Généralisation de Shannon :
@ Continuité ; information élémentaire h(py)
@ Indépendance H,(X,Y) = H,(X) + H,(Y)
h(pra) = h(pk) + h(q) implique h(p) = —log(p)

@ Moyenne quasi-linéaire (exponentielle) :

H.(X) = ¢ ' (X pre(h(pr))) avec ¢ continue croissante (KN)

Seules solutions admissibles :

@ ¢(x) = ax + b, conduisant & Shannon

@ p(z) =ae’™% 4 pavec A > 0,# 1 conduisant & Rényi :
_ 1 ) A 1 [
HA(X)_T,AlOg%pk 717/\1052)/1) (z)dx

A — 1donne Hy — H A joue un role de “loupe”

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Entropie — mesure d’incertitude 5 5 ] q,ana
I Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés

Entropie différentielle « vectoriel

D’autres mesures d’information

QUELQUES PROPRIETES DES ENTROPIES DE RENYI

@ Concavité pour A <1

Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Entropie — mesure d’incertitude 5 5 ] q,ana
I Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés

Entropie différentielle « vectoriel

D’autres mesures d’information

QUELQUES PROPRIETES DES ENTROPIES DE RENYI

@ Concavité pour A <1

@ H) décroit avec A de Hy = logvolD a Ho, = —logsup p

Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Entropie — mesure d’incertitude 5 5 ] q,ana
I Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés

Entropie différentielle « vectoriel

D’autres mesures d’information

QUELQUES PROPRIETES DES ENTROPIES DE RENYI

@ Concavité pour A <1
@ H) décroit avec A de Hy = logvolD a Ho, = —logsup p
® pp. = 0f 1 < Hx =0 minimum

© X €[[{1,...,ni} et pp = ;7 & Ha = log(]] ni) maximum

Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Entropie — mesure d’incertitude 5 5 ] q,ana
I Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés

Entropie différentielle « vectoriel

D’autres mesures d’information

QUELQUES PROPRIETES DES ENTROPIES DE RENYI

@ Concavité pour A <1

@ H) décroit avec A de Hy = logvolD a Ho, = —logsup p

@ pp = 5k,l < Hy = 0 minimum

© X e[[{L...,ni} et pp = 7 & Hx = log([] n:) maximum

@ Discret Hy > 0 — continu N, « exp (%)

@ Continu, support fini, maximum en uniforme Hy = log(vol D)

Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude
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ntropie de Sha 1 et ses propriétés
ifférentielle « ctoriel
d’inform on

QUELQUES PROPRIETES DES ENTROPIES DE RENYI

@ Concavité pour A <1

@ H) décroit avec A de Hy = logvolD a Ho, = —logsup p

@ pp = 5k,l < Hy = 0 minimum

© X e[[{L...,ni} et pp = 7 & Hx = log([] n:) maximum

@ Discret Hy > 0 — continu N, « exp (25*)

Continu, support fini, maximum en uniforme Hy = log(vol D)

Contrainte de (co)variance, maximisantes :

A>1: f(z) o (1 —a:tR_lcc)ﬁ Student-r 2=} A
1-2<A<1: f(z) (1+th*1a:)ﬁ Student-t =3 N

Rappel : A joue un role de loupe

S. Zozor Information, inégalités et relatio d’incertitude



»mes, entropie de Shannon et ses propriétés
tropie différentielle vectoriel
D’autres mesures d’information

EXEMPLE DE CODAGE CAMPBELL 65, BERCHER '09

1

Codage binaire des faces du dé a 8 faces pipé de loi (—, i

1 L1l
! .

87167 64°

6
Code instantanné (mot non préfixe d'un autre) — Kraft >, 27" <1




»mes, entropie de Shannon et ses propriétés
tropie différentielle vectoriel
D’autres mesures d’information

EXEMPLE DE CODAGE CAMPBELL 65, BERCHER '09

1

Codage binaire des faces du dé a 8 faces pipé de loi (—, i

1 L1l
L .

87167 64°

6
Code instantanné (mot non préfixe d'un autre) — Kraft >, 27" <1

@ de longueur moyenne: L = Y. p;l; minimale




Entropie — mesure d’incertitude 5 5 ] o
f Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés

Entropie différentielle ctoriel
D’autres mesures d’information

EXEMPLE DE CODAGE CAMPBELL 65, BERCHER '09

1

Codage binaire des faces du dé a 8 faces pipé de loi (—, i

1 L1l
L .

8716764’ 6
Code instantanné (mot non préfixe d'un autre) — Kraft >, 27" <1

@ de longueur moyenne: L = Y. p;l; minimale
o [;=—logopiet L =H(X) (l;=[—logpi] et L > H(X))

Information, inégalité ‘i il ’incertitude
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f Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés

Entropie différentielle rectoriel
D’autres mesures d’information

EXEMPLE DE CODAGE CAMPBELL 65, BERCHER '09

Codage binaire des faces du dé a 8 faces pipé de loi (5, 175160 640 84> 647 6—4).
Code instantanné (mot non préfixe d'un autre) — Kraft >, 27" <1
@ de longueur moyenne: L = Y. p;l; minimale
o [;=—logopiet L =H(X) (l;=[—logpi] et L > H(X))
e choix (0,10, 110,1110,111100,111101,111110,111111)

e L =2 = H(X) mais malgré tout, besoin de 6 bits

S. Zozor Information, inégali et relatio: ’incertitude
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f Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés

Entropie différentielle rectoriel
D’autres mesures d’information

EXEMPLE DE CODAGE CAMPBELL 65, BERCHER '09

Codage binaire des faces du dé a 8 faces pipé de loi (5, 175160 640 84> 647 6—4).
Code instantanné (mot non préfixe d'un autre) — Kraft >, 27" <1
@ de longueur moyenne: L = Y. p;l; minimale
o [;=—logopiet L =H(X) (l;=[—logpi] et L > H(X))
e choix (0,10, 110,1110,111100,111101, 111110, 111111)
e L =2 = H(X) mais malgré tout, besoin de 6 bits
@ Pénalisation des mots longs : minimisation de C'y = i log, Z, pﬂaz’
o Cog=L et Cyp =max;;

S. Zozor Information, inégali et relatio: ’incertitude



ntropie de Sha | et ses propriéte
ifférentielle « sctoriel
d’information

Codage binaire des faces du dé a 8 faces pipé de loi (5, 175> 167 640 84> 640 64

Code instantanné (mot non préfixe d'un autre) — Kraft >, 27" <1
@ de longueur moyenne: L = Y. p;l; minimale
o [;=—logopiet L =H(X) (l;=[—logpi] et L > H(X))
e choix (0,10, 110,1110,111100,111101,111110,111111)
e L =2 = H(X) mais malgré tout, besoin de 6 bits
@ Pénalisation des mots longs : minimisation de C'y = i log, Z, pﬂal’
o Co=1L et Csxp =max;l;

o [; = —log, p; et Cq = Hx(X), avec A = et p; =

1 _Pi
l1ta >k P?

S. Zozor Information, inégalités et relatio d’incertitude
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ntropie de Sha | et ses propriéte
ifférentielle « sctoriel
d’information

Codage binaire des faces du dé a 8 faces pipé de loi (5, 175> 167 640 84> 640 64

Code instantanné (mot non préfixe d'un autre) — Kraft >, 27" <1
@ de longueur moyenne: L = Y. p;l; minimale
o [;=—logopiet L =H(X) (l;=[—logpi] et L > H(X))
e choix (0,10, 110,1110,111100,111101,111110,111111)
e L =2 = H(X) mais malgré tout, besoin de 6 bits
@ Pénalisation des mots longs : minimisation de C'y = i log, Z, pﬂal’
o Co=1L et Csxp =max;l;

o [; = —log, pi et Cq = Hx(X), avec A = et p; =

1 _Pi
l1ta >k P?

S. Zozor Information, inégalités et relatio d’incertitude
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ntropie de Sha | et ses propriéte
ifférentielle « sctoriel
d’information

Codage binaire des faces du dé a 8 faces pipé de loi (5, 175> 167 640 84> 640 64

Code instantanné (mot non préfixe d'un autre) — Kraft >, 27" <1
@ de longueur moyenne: L = Y. p;l; minimale
o [;=—logopiet L =H(X) (l;=[—logpi] et L > H(X))
e choix (0,10, 110,1110,111100,111101,111110,111111)
e L =2 = H(X) mais malgré tout, besoin de 6 bits
@ Pénalisation des mots longs : minimisation de C'y = i log, Z, pﬂal’
o Co=1L et Csxp =max;l;

o [; = —log, pi et Cq = Hx(X), avec A = et p; =

Pq
>k 7’?

o Pénalisation My =}, pili et code / distrib. compagne {p;}

_1
14+«

S. Zozor Information, inégalités et relatio d’incertitude
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ntropie de Sha | et ses propriétés
ifférentielle « sctoriel
d’information

Codage binaire des faces du dé a 8 faces pipé de loi (5, 175160 640 84> 647 6—4).

Code instantanné (mot non préfixe d'un autre) — Kraft >, 27" <1
@ de longueur moyenne: L = Y. p;l; minimale
o [;=—logopiet L =H(X) (l;=[—logpi] et L > H(X))
e choix (0,10, 110,1110,111100,111101,111110,111111)
e L =2 = H(X) mais malgré tout, besoin de 6 bits
@ Pénalisation des mots longs : minimisation de C'y = i log, Z, pﬂal’
o Co=1L et Csxp =max;l;

o [; = —log, pi et Cq = Hx(X), avec A = et p; =

pi
>k 7’?
Pénalisation My =, pili et code / distrib. compagne {p;}

a=1 (10\6712 10-6v2 5v2-6 5-3v2 5-3v2 5-3v2 5-3V2 573\6)
— N T T 7 7 14 0 14 0 14 0 14

_1
14+«

S. Zozor Information, inégalités et relatio d’incertitude
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; , entropie de Shannon et ses propriétés
iffé tielle cas vectoriel
D’autres mesures d’information

EXEMPLE DE CODAGE CAMPBELL 65, BERCHER '09

Codage binaire des faces du dé a 8 faces pipé de loi (5, 175160 640 84> 647 6—4).

Code instantanné (mot non préfixe d'un autre) — Kraft >, 27" <1
@ de longueur moyenne: L = Y. p;l; minimale
o [;=—logopiet L =H(X) (l;=[—logpi] et L > H(X))
e choix (0,10, 110,1110,111100,111101,111110,111111)
e L =2 = H(X) mais malgré tout, besoin de 6 bits
@ Pénalisation des mots longs : minimisation de C'y = i log, Z, pﬂal’
o Co=1L et Csxp =max;l;

o [; = —log, pi et Cq = Hx(X), avec A = et p; =

P;
i pp
o Pénalisation My =}, pili et code / distrib. compagne {p;}
o a—1 (10\6712 10-6v2 5v2-6 5-3v2 5-3v2 5-3v2 5-3V2

=54 7 v 7 7 T 7 0T 14 4

) 14 ? 1
Choix (00,01,100,101,1100,1101,1110,1111)

_1
14+«

)

573\6)
14

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude
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; , entropie de Shannon et ses propriétés
iffé tielle cas vectoriel
D’autres mesures d’information

EXEMPLE DE CODAGE CAMPBELL 65, BERCHER '09

Codage binaire des faces du dé a 8 faces pipé de loi (5, 175160 640 84> 647 6—4).
Code instantanné (mot non préfixe d'un autre) — Kraft >, 27" <1
@ de longueur moyenne: L = Y. p;l; minimale
o [;=—logopiet L =H(X) (l;=[—logpi] et L > H(X))
e choix (0,10, 110,1110,111100,111101, 111110, 111111)
e L =2 = H(X) mais malgré tout, besoin de 6 bits
@ Pénalisation des mots longs : minimisation de C'y = i log, Z, pﬂal’
o Cog=L et Cyp =max;;

o [; = —log, pi et Cq = Hx(X), avec A = et p; =

P;
i pp
o Pénalisation My =}, pili et code / distrib. compagne {p;}
o a—1 (10\6712 10-6v2 5v2-6 5-3v2 5-3v2 5-3v2 5-3v2
=L T 7 7 T 14 0 14 0 14
Choix (00,01, 100, 101, 1100, 1101,1110,1111)
e L =231> L", mais besoin de 4 bits

_1
14+«

)

573\6)
14

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



mesure d’incertitude

. de Shannon et ses propriétés
ielle cas vectoriel
d’information

Codage binaire des faces du dé a 8 faces pipé de loi (5, 175160 640 84> 647 6—4).

Code instantanné (mot non préfixe d'un autre) — Kraft >, 27" <1
@ de longueur moyenne: L = Y. p;l; minimale
o [;=—logopiet L =H(X) (l;=[—logpi] et L > H(X))
e choix (0,10, 110,1110,111100,111101,111110,111111)
e L =2 = H(X) mais malgré tout, besoin de 6 bits
@ Pénalisation des mots longs : minimisation de C'y = i log, Z, pﬂal’
o Co=1L et Csxp =max;l;

o [; = —log, pi et Cq = Hx(X), avec A = et p; =

pi
>k 7’?
Pénalisation My =, pili et code / distrib. compagne {p;}

a=1 (10\6712 10-6v2 5v2-6 5-3v2 5-3v2 5-3v2 5-3V2
A A A A 14 > 14 14

_1
14+«

573\6)
’ 14

Choix (00,01, 100, 101,1100,1101, 1110, 1111)
e L =231> L", mais besoin de 4 bits

o Hs(X)=242et C; =246 ; H(X) = 1.85 et M5 = 2.69.

)

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude
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f Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés

Entropie différentielle ctoriel
D’autres mesures d’information

UN PEU DE PHYSIQUE

(GAZ PARFAIT :

N particules, volume A,
1

Qane =3 (o, ow) [H=3" 1mu? =B (hypersphire)
i=1

répartition uniforme sur la surface Qi n g (entropie maximum)

Information, inégalité ‘i il ’incertitude



Entropie — mesure d’incertitude 5 5 ] o
f Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés

Entropie différentielle ctoriel
D’autres mesures d’information

UN PEU DE PHYSIQUE

(GAZ PARFAIT :

N particules, volume A,
1

Qane =3 (o, ow) [H=3" 1mu? =B (hypersphire)
i=1

répartition uniforme sur la surface Qi n g (entropie maximum)

Sous-ensemble Ag C A de Ny < N particules :

3(N—Ng)—2
2

m
p(v1,...,UNy) X (1 - ﬁvévo)

Information, inégalité ‘i il ’incertitude



Entropie — mesure d’incertitude 5 5 ] o
f Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés

Entropie différentielle ctoriel
D’autres mesures d’information

UN PEU DE PHYSIQUE

(GAZ PARFAIT :

N particules, volume A,
1

Qane =3 (o, ow) [H=3" 1mu? =B (hypersphire)
i=1

répartition uniforme sur la surface Qi n g (entropie maximum)

Sous-ensemble Ag C A de Ny < N particules :

m 3 (N—Ng)—2
t 2
p(v1,...,UNy) X (1 - — vovo)

2F
Limite thermodynamique : A — R3, % — pet % — e
3mp
p(vi,...,uN,) xexp | — 4o Vovo (Boltzmann)

Information, inégalité ‘i il ’incertitude



Entropie — mesure d’incertitude 5 5 ] o
f Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés

Entropie différentielle ctoriel
D’autres mesures d’information

UN PEU DE PHYSIQUE

(GAZ PARFAIT :

N particules, volume A,
1

Qane =3 (o, ow) [H=3" 1mu? =B (hypersphire)
i=1

répartition uniforme sur la surface Qi n g (entropie maximum)

Sous-ensemble Ag C A de Ny < N particules :

m 3 (N—Ng)—2
t 2
p(v1,...,UNy) X (1 - — vovo)

2F
Limite thermodynamique : A — R3, % — pet % — e
3mp
p(vi,...,uN,) xexp | — 1o Vovo (Boltzmann) = Shannon

Information, inégalité ‘i il ’incertitude



Entropie — mesure d’incertitude 5 5 ] o
f Axiomes, entropie de Shannon et ses propriétés

Entropie différentielle ctoriel
D’autres mesures d’information

UN PEU DE PHYSIQUE

(GAZ PARFAIT :

N particules, volume A,
1

Qane =3 (o, ow) [H=3" 1mu? =B (hypersphire)
i=1

répartition uniforme sur la surface Qi n g (entropie maximum)

Sous-ensemble Ag C A de Ny < N particules :

m 3 (N—Ng)—2 3N — -
p(v1,...,UNy) X (1fﬁvévo) 2 = Rényi, a = WNOEZ >1
Limite thermodynamique : A — R3, % — pet % —e
3mp
p(vi,...,uN,) xexp | — 1o Vovo (Boltzmann) = Shannon

Information, inégalité d il ’incertitude



Information mutuelle - divergences
Quelque mples

Divergen

PLAN DU COURS

Entropie conditionnelle,

Information mutuelle

e INFORMATION MUTUELLE - DIVERGENCES
@ Entropie conditionnelle, Information mutuelle
@ Quelques exemples
@ Divergences

S. Zozor Information, inégalités et relatio incertitude




Entropie conditionnelle, Information mutuelle
Quelques exemples
Divergences

Information mutuelle - divergences

ENTROPIE CONDITIONNELLE

Soient X et Y : degré d’incertitude H(X) et H(Y')

Quelle information/incertitude commune X et Y partagent-ils ?

Information, inégalité i il ’incertitude



Entropie conditionnelle, Information mutuelle
Que xemples
Divergences

Information mutuelle - divergences

ENTROPIE CONDITIONNELLE

Soient X et Y : degré d’incertitude H(X) et H(Y')

Quelle information/incertitude commune X et Y partagent-ils ?

Entropie conditionnelle ou incertitude sur X connaissant Y
H(X|Y) = Ey [H(X|y)]

/py(y) (*/pxw (z,y)logpx|y (w,y)dw) dy

= f//px,y(w,y)log‘px‘y(w,y)dwdy
H(X|Y)

= ‘ H(Y)

H(X)

Diagramme de Venn

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Entropie conditionnelle, Information mutuelle

Information mutuelle - divergences
Quelques exemples

Divergences

ENTROPIE CONDITIONNELLE

Soient X et Y : degré d’incertitude H(X) et H(Y')

Quelle information/incertitude commune X et Y partagent-ils ?

Entropie conditionnelle ou incertitude sur X connaissant Y
HX|Y) = By [H(X|y)]
= /py(y) (*/pxw (z,y) logpx|y (w,y)dw) dy
= f//px,y(wfy)log‘pxw (z,y) dedy

H(X|Y)

N ¥)
‘ e H(X,Y)=H(X|Y)+ H(Y)

H(X)

Diagramme de Venn

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Entropie conditionnelle, Information mutuelle
Quelqt xemples
Divergences

Information mutuelle - divergences

INFORMATION MUTUELLE

H(Y|X)

H(X|Y) H(X,Y) = H(X|Y)+H®Y)

H(X)

Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Entropie conditionnelle, Information mutuelle
Quelqt xemples
Divergences

Information mutuelle - divergences

INFORMATION MUTUELLE

H(Y|X)

H(X|Y) HX,Y)

I
=
Lol
=
J’_
T

H(X)

Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Entropie conditionnelle, Information mutuelle

Information mutuelle - divergences
Quelques exemples

Divergences

INFORMATION MUTUELLE

H(Y|X)
H(X|Y) HX,Y) = H(X|Y)+H(Y)
H(Y) = HY|X)+H(X)
HX) = HXIY)  p(X)— H(X]Y)
H(X)

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Entropie conditionnelle, Information mutuelle

Information mutuelle - divergences
Quelques exemples

Divergences

INFORMATION MUTUELLE

H(Y[X)
) H(X,Y) = H(X|Y)+H(Y)
H(Y) = HY|X)+H(X)
H(X) - H(X|Y)  [g(X)-H(X|Y)=H(Y)—- H(Y|X)
H(Y) - H(Y|X)
H(X)

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Entropie conditionnelle, Information mutuelle

Information mutuelle - divergences
Quelques exemples

Divergences

INFORMATION MUTUELLE

H(Y|X)
HX1Y) H(X,Y) = H(X|Y)+H(Y)
H(Y) = HY|X)+H(X)
H(X) - H(X|Y)  [g(X)-H(X|Y)=H(Y)—- H(Y|X)
H(Y) - H(Y|X)
H(X) I(X;Y)

Information mutuelle :

I(X;Y)=H(X)-HX|Y)=H(Y)-HY|X)=HX)+HY)-HX,Y)

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Entropie conditionnelle, Information mutuelle

Information mutuelle - divergences
Quelques exemples

Divergences

INFORMATION MUTUELLE

H(Y|X)
HX1Y) H(X,Y) = H(X|Y)+H(Y)
H(Y) = HY|X)+H(X)
H(X) - H(X|Y)  [g(X)-H(X|Y)=H(Y)—- H(Y|X)
H(Y) - H(Y|X)
H(X) I(X;Y)

Information mutuelle :

I(X;Y)=H(X)-HX|Y)=H(Y)-HY|X)=HX)+HY)-HX,Y)

10GY) = [ px(e.y)log (%) dwdy

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Entropie conditionnelle, Information mutuelle

Information mutuelle - divergences
Quelques exemples

Divergences

INFORMATION MUTUELLE

H(Y|X)
HX1Y) H(X,Y) = H(X|Y)+H(Y)
H(Y) = HY|X)+H(X)
H(X) - H(X|Y)  [g(X)-H(X|Y)=H(Y)—- H(Y|X)
H(Y) - H(Y|X)
H(X) I(X;Y)

Information mutuelle :

I(X;Y)=H(X)-HX|Y)=H(Y)-HY|X)=HX)+HY)-HX,Y)

10GY) = [ px(e.y)log (%) dwdy

Information conditionnelle : I(X;Y|Z) = H(X|Z) - H(X|Y,Z)

Px,y\z(%yv Z)
pX\Z(er)pY\Z(y: z)

I(X;Y|Z) = /px,y,z(w.,y,z)log ( ) dxdydz

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



- R T R Entropie conditionnelle, Information mutuelle
Information mutuelle - divergences ~

Quelqu exemples

Divergences

INFORMATION MUTUELLE : EXEMPLES JOUETS

Calculer entropies, entropies conditionnelles et information mutuelle pour :

Exemple 1 Exemple 2 Exemple 3

X X X
v 1 2 v 1 2 v 1 2
1 0 i 1 136 116 1 0 i
3 9 3 1 1
2 4 0 2 16 16 2 8 8

Information, inégalités et relations d’incertitude



Entropie conditionnelle, Information mutuelle
Quelques exemples
Divergences

Information mutuelle - divergences

INFORMATION MUTUELLE : CANAL (GAUSSIEN

Canal Gaussien et capacité canal :

Transmission d’'un signal X dans un canal sup-

posé étre un “fil”, mais perturbé par un bruit
Gaussien. X jL Y

Y = X + G avec G Gaussien de covariance R et X indépendant de G. Par
soucis de simplicité et sans perte de généralité on suppose X et G centrés. On
suppose de plus que la puissance du signal est limitée & E[X‘X] < Px.

@ Quelle est 'information mutuelle maximum possible entre X et Y 7
Cette quantité est appelée capacité du canal.

@ Pour quelle distribution de X atteint-t-on ce maximum ? On effectuera la
détermination complete de px dans le cas 1 dimension.

Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Entropie conditionnelle, Information mutuelle
Quelques exemples
Divergences

Information mutuelle - divergences

INFORMATION MUTUELLE : CANAL SYMETRIQUE

Canal binaire et capacité canal : transmission
d’un signal X € {-1;1} ~ {a,1 — o} dans un
canal représenté par la figure de droite.

@ Les probabilités de transition étant fixées, pour quelle valeur de «
atteint-t-on I(X;Y’) maximum 7

Que devient a pour p = g (canal binaire symétrique) ?
Quelle est la capacité canal dans ce dernier cas 7

On peut représenter ce canal de la maniére suivante :
G

symbole X € {—ox,0x} émis, G Gaussien centré de variance o2

Déterminer p, q et conclure.

S. Zozor Information, inégalités et relatio incertitude



Entropie conditionnelle, Information mutuelle
Quelques ¢
Divergences

Information mutuelle - divergences

DIVERGENCE DE KULLBACK-LEIBLER

“Distance” entre vecteurs aléatoires P et Q, de distributions p et ¢ :
Divergence de Kullback-Leibler (entropie relative)

Du(pllq) = /T’(m) log (%) o

Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Entropie conditionnelle, Information mutuelle
Quelqu mples
Diverge

Information mutuelle - divergences

DIVERGENCE DE KULLBACK-LEIBLER

“Distance” entre vecteurs aléatoires P et Q, de distributions p et ¢ :
Divergence de Kullback-Leibler (entropie relative)

Du(pllq) = /T’(m) log (%) o

@ Non-symétrique : g est une “référence”
@ Diy>0
@ Du=0<p=q(pp.)

S. Zozor Information, inégali et relations d’incertitude



Information mutuelle - divergences
Quelque mples

Divergenc

DIVERGENCE DE KULLBACK-LEIBLER

Entropie conditionnelle, Information mutuelle

“Distance” entre vecteurs aléatoires P et Q, de distributions p et ¢ :
Divergence de Kullback-Leibler (entropie relative)

Du(pllq) = /T’(m) log (%) o

@ Non-symétrique : g est une “référence”

@ Diy>0

@ Du=0<p=q(pp.)

® I(X:;Y) = Du(px.y|pxpy) (symétrique) :

I > 0 et est nulle si et seulement si il y a indépendance

S. Zozor Information, inégalités et relatio d’incertitude



Information mutuelle - divergences
Quelq mples

Divergences

DIVERGENCE DE KULLBACK-LEIBLER

Entropic ditionnelle, Information mutuell¢

“Distance” entre vecteurs aléatoires P et Q, de distributions p et ¢ :
Divergence de Kullback-Leibler (entropie relative)

Du(pllq) = /T’(m) log (%) o

@ Non-symétrique : g est une “référence”

@ Diy>0

@ Du=0<p=q(pp.)

® I(X:;Y) = Du(px.y|pxpy) (symétrique) :

I > 0 et est nulle si et seulement si il y a indépendance

Divergence de Kullback-Leibler conditionnelle :

px|v(z,y)

) dxdy
ax|y (®,y)

Du(pxyllaxy) = /Px,v(ﬂﬁ-,y) log (

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Entropie conditionnelle, Information mutuelle

Information mutuelle - divergences
¢

D’AUTRES DIVERGENCES

f-divergence (Ali-Silvey’66 ou Csizar’67)

Dy(plla) = g (Eq {f (S)D

avec f convexe et g fonction croissante

Information, inégalité i il ’incertitude



Entropie conditionnelle, Information mutuelle

Information mutuelle - divergences
¢

D’AUTRES DIVERGENCES

f-divergence (Ali-Silvey’66 ou Csizar’67)

Dy(plla) = g (Eq {f (S)D

avec f convexe et g fonction croissante

@ f(I) =llogl : divergence de Kullback-Leibler

Information, inégalité ‘i il ’incertitude



Entropie conditionnelle, Information mutuelle

Information mutuelle - divergences
Quelqt nples

D’AUTRES DIVERGENCES

f-divergence (Ali-Silvey’66 ou Csizar’67)
_ (P
Dstol =3 (2|1 (2)])
avec f convexe et g fonction croissante

@ f(I) =llogl : divergence de Kullback-Leibler

@ f(I) =|mo — mil| : divergence de Kolmogorov (Pe min détec. bin.)

Information, inégalités et relations d’incertitude



Entropie conditionnelle, Information mutuelle
Quelque mples
Divergenc

Information mutuelle - divergences

D’AUTRES DIVERGENCES

f-divergence (Ali-Silvey’66 ou Csizar’67)

Dy(plla) = g (Eq {f (S)D

avec f convexe et g fonction croissante
@ f(I) =llogl : divergence de Kullback-Leibler

@ f(I) =|mo — mil| : divergence de Kolmogorov (Pe min détec. bin.)

A
o f(h)=1etg= ﬁ log : Dy = ﬁ log [ ¢q (%) divergence de Rényi

S. Zozor Information, inégalités et relatio d’incertitude



Entropie conditionnelle, Information mutuelle
Quelque mples
Divergenc

Information mutuelle - divergences

D’AUTRES DIVERGENCES

f-divergence (Ali-Silvey’66 ou Csizar’67)
Dstol =3 (2|1 (2)])
avec f convexe et g fonction croissante
@ f(I) =llogl : divergence de Kullback-Leibler
@ f(I) =|mo — mil| : divergence de Kolmogorov (Pe min détec. bin.)
A
o f(h)=1etg= ﬁ log : Dy = ﬁ log [ ¢q (%) divergence de Rényi

o f(I)= 15:11 : divergence d’Hellinger (classification, estimation)

S. Zozor Information, inégalités et relatio d’incertitude



Entropie ditionnelle, Information mutuelle
Quelq mples
Divergences

Information mutuelle - divergences

D’AUTRES DIVERGENCES

f-divergence (Ali-Silvey’66 ou Csizar’67)
_ (P
Dstol =3 (2|1 (2)])
avec f convexe et g fonction croissante

@ f(I) =llogl : divergence de Kullback-Leibler

@ f(I) =|mo — mil| : divergence de Kolmogorov (Pe min détec. bin.)
A
o f(I)= % log : Dy = % log [ ¢q (5) divergence de Rényi

° f(l) =

° (l = —1% pour 0 < @ < 1 : la divergence de Chernoff (détection) ; pour
= /2 divergence de Bhattacharya (estimation, détection)

: divergence d’Hellinger (classification, estimation)

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Entropic ditionnelle, Information mutuell¢
Quelq mples
Divergences

Information mutuelle - divergences

D’AUTRES DIVERGENCES

f-divergence (Ali-Silvey’66 ou Csizar’67)

Dy(plla) = g (Eq {f (S)D

avec f convexe et g fonction croissante
@ f(I) =llogl : divergence de Kullback-Leibler

@ f(I) =|mo — mil| : divergence de Kolmogorov (Pe min détec. bin.)

A
o f(h)=1etg= ﬁ log : Dy = ﬁ log [ ¢q (%) divergence de Rényi

o f(I)= 15:11 : divergence d’Hellinger (classification, estimation)

@ f(I) =—1% pour 0 < a < 1: la divergence de Chernoff (détection) ; pour
a =1/2: divergence de Bhattacharya (estimation, détection)

f() = |l — 1| : divergence de la variation totale (distance L")

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Entropic ditionnelle, Information mutuell¢
Quelq mples
Divergences

Information mutuelle - divergences

D’AUTRES DIVERGENCES

f-divergence (Ali-Silvey’66 ou Csizar’67)

Dy(plla) = g (Eq {f (S)D

avec f convexe et g fonction croissante
@ f(I) =llogl : divergence de Kullback-Leibler

@ f(I) =|mo — mil| : divergence de Kolmogorov (Pe min détec. bin.)

A
o f(h)=1etg= ﬁ log : Dy = ﬁ log [ ¢q (%) divergence de Rényi

o f(I)= l“:11 : divergence d’Hellinger (classification, estimation)

@ f(I) =—1% pour 0 < a < 1: la divergence de Chernoff (détection) ; pour
a =1/2: divergence de Bhattacharya (estimation, détection)

Il
—

f() = |l — 1| : divergence de la variation totale (distance L")

)2 ou l? — 1 : divergence x*-Pearson (estimation)

()
%
—

=
=

\
—
=

I
—
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Entropie conditionnelle, Information mutuelle

Information mutuelle - divergences -~
les

D’AUTRES DIVERGENCES

f-divergence (Ali-Silvey’66 ou Csizar’67)
Dstol =3 (2|1 (2)])
avec f convexe et g fonction croissante
@ f(I) =llogl : divergence de Kullback-Leibler
@ f(I) =|mo — mil| : divergence de Kolmogorov (Pe min détec. bin.)
A
o f(h)=1etg= ﬁ log : Dy = ﬁ log [ ¢q (%) divergence de Rényi

o f(I)= 15:11 : divergence d’Hellinger (classification, estimation)

@ f(I) =—1% pour 0 < a < 1: la divergence de Chernoff (détection) ; pour
a =1/2: divergence de Bhattacharya (estimation, détection)

@ f(I) = |l —1] : divergence de la variation totale (distance L*)

@ f()=(—1)?oul?®—1: divergence x*-Pearson (estimation)

@ Plus généralement f(I) = |l —1]%, o > 1 (Vajda’73)

Information, inégalités et relations d’incertitude



o ot KT P Entropie conditionnelle, Information mutuelle
Information mutuelle - divergences .

Z00M SUR LA MATRICE INFORMATION DE FISHER

Soit X¢ ~ pg paramétré par 6

@ Matrice de Fisher :
J(0) = E [(Velogpg)(Velogpg)']

Vop
C’est la covariance de la fonction score Sg = Vg logpg = pée

@ Information de Fisher :
J(O)=FE [(Ve log pg)f’(Vg log pg)}
C’est la trace de la matrice de Fisher
@ 0 parametre de position : pg(x) = p(x — 0) et Vopg = —Vapx(x)
le score devient S = —V,logpx

Matrice et information de Fisher de X : J(X) et J(X) = Tr (J(X))

J(aX) = 5J(X) : si a — oo la matrice de Fisher est nulle. ..

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Entropie conditionnelle, Information mutuelle
Quelques ¢
Divergences

Information mutuelle - divergences

ESTIMATION ET INFORMATION DE FISHER

Soit X ~ pg, ot pg, € {pgltg- On veut estimer o & partir de X

Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Entropie conditionnelle, Information mutuelle
Quelq ]
Divergenc

Information mutuelle - divergences

ESTIMATION ET INFORMATION DE FISHER

Soit X ~ pg, ot pg, € {pgltg- On veut estimer o & partir de X

D (pg Hng)ZO ; égalité ssi @ = 0o = VoD|g =0 et H9D|00 >0

Information, inégali et relatio: ncertitude



Entropie conditionnelle, Information mutuelle
Quelque mples
Divergenc

Information mutuelle - divergences

ESTIMATION ET INFORMATION DE FISHER

Soit X ~ pg, ot pg, € {pgltg- On veut estimer o & partir de X

D (pg Hng)ZO ; égalité ssi @ = 0o = VoD|g =0 et H9D|00 >0

On montre que HeoD (pe Hpeo ) ’ =J(60) matrice de Fisher
o

0

S. Zozor Information, inégalités et relatio d’incertitude



Entropie conditionnelle, Information mutuelle

Information mutuelle - divergences -~
les

ESTIMATION ET INFORMATION DE FISHER

Soit X ~ pg, ot pg, € {pgltg- On veut estimer o & partir de X

D (pg Hng)ZO ; égalité ssi @ = 0o = VoD|g =0 et H9D|00 >0

On montre que HeoD (pe Hpeo ) ’ =J(60) matrice de Fisher
o

0
D (pp||pe, ) = 5 (6~ 80)'T(80)(8 — 60) + o (116 — 6o]*)

Dua(pellpe,) Dua(pellpe,)

] 9 .,

T
J <, “grosse incertitude” J >, “faible incertitude”

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Inégalités — relations entropiques € ance entropique
mation — relations entre informations

PLAN DU COURS

© INEGALITES — RELATIONS ENTROPIQUES
@ Inégalités “classiques”
@ Chaines de Markov
@ Inégalité de la puissance entropique
@ Estimation — relations entre informations

S. Zozor Information, inégalités et relatio incertitude



assiques”
rkov
Inégalités — relations entropiques € 1ce entropique
mation — relations entre informations

INEGALITES TRIVIALES

@ X discret sur un alphabet X de taille finie |X|,

0< H(X)<log|X| (max. uniforme)

Information, inégalité ‘i il ’incertitude
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Inégalités — relations entropiques € 1ce entropique

mation — relations entre

INEGALITES TRIVIALES

informations

@ X discret sur un alphabet X de taille finie |X|,

0< H(X)<log|X| (max. uniforme)

@ X continu sur un domaine D borné,

H(X) <logvolD (max. uniforme)

Information, inégalité ‘i il ’incertitude




assiques”
rkov
Inégalités — relations entropiques € 1ce entropique
mation — relations entre informations

INEGALITES TRIVIALES

@ X discret sur un alphabet X de taille finie |X|,

0< H(X)<log|X| (max. uniforme)

@ X continu sur un domaine D borné,

H(X) <logvolD (max. uniforme)
@ X continu sur R?, de covariance donnée R,

H(X) < %log ((27re)d |R|) (max. Gaussien)

Information, inégalité ‘i il ’incertitude



“classiques”
de Markov
Inégalités — relations entropiques sgalité de la puissance entropique
g relations entre informations

INEGALITES TRIVIALES

@ X discret sur un alphabet X de taille finie |X|,

0< H(X)<log|X| (max. uniforme)

@ X continu sur un domaine D borné,

H(X) <logvolD (max. uniforme)
@ X continu sur R?, de covariance donnée R,

H(X) < %log ((27re)d |R|) (max. Gaussien)

Toute densité de proba peut étre vue comme maximisante de H, sous
contrainte adéquate (loi expo./moyenne, loi de Cauchy/contrainte log.)

Information, inégalités et relations d’incertitude



> Markov
Inégalités — relations entropiques ] la pui 1ce entropique
Istimation — relations entre informations

REGLES DE CHAINAGE

@ Sur ’entropie :

H(X .o, X1) =Y H(Xi|Xi1,...,X1)




assiques”
rkov
Inégalités — relations entropiques € 1ce entropique
mation — relations entre informations

REGLES DE CHAINAGE

@ Sur ’entropie :

H(X oo, X1) = S H(Xu|X o, X0)

@ Sur linformation mutuelle :

I(Xo . X0Y) =Y I(XY X0, X1)

i

Information, inégalité i il ’incertitude



Inégalités — relations entropiques wnce entropique
Ustimation — relations entre informations

REGLES DE CHAINAGE

@ Sur ’entropie :

@ Sur linformation mutuelle :

I(Xo . X0Y) =Y I(XY X0, X1)

i

@ Sur la divergence de Kullback-Leibler :

D(p(:cn,, . ~,m1)Hq(mn7 . .7371)) = ZD(I)(m'i|:Ei—1a e ,ml)H(](mi‘$7ﬁ—1, . '7$1))

S. Zozor Information, inégali et relations d’incertitude



Inégalités — relations entropiques 9 ité E i 1ce entropique
J s entre informations

CONDITIONNEMENT, MARGINALES, CONCAVITE

@ Conditionner réduit 'entropie :

H(X|Y) < H(X) avec égalité ssi X et Y sont indépendants

Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Inégalités — relations entropiques 9 ité E i 1ce entropique
Istimation lations entre informations

CONDITIONNEMENT, MARGINALES, CONCAVITE

@ Conditionner réduit 'entropie :

H(X|Y) < H(X) avec égalité ssi X et Y sont indépendants

@ Incertitude globale plus petite que la somme des incertitudes :

H(Xqi,...,X5) < Z H(X;) égalité ssiles X; sont indépendants

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Inégalités — relations entropiques X: 3 E wnce entropique
stimation — relations entre informations

CONDITIONNEMENT, MARGINALES, CONCAVITE

@ Conditionner réduit 'entropie :

H(X|Y) < H(X) avec égalité ssi X et Y sont indépendants

@ Incertitude globale plus petite que la somme des incertitudes :

H(Xqi,...,X5) < Z H(X;) égalité ssiles X; sont indépendants

o Inégalité de Hadamard : |R| < HR”

S. Zozor Information, inégali et relatio: ’incertitude



Inégalités — relations entropiques X: 3 E wnce entropique
stimation — relations entre informations

CONDITIONNEMENT, MARGINALES, CONCAVITE

@ Conditionner réduit 'entropie :

H(X|Y) < H(X) avec égalité ssi X et Y sont indépendants

@ Incertitude globale plus petite que la somme des incertitudes :
H(Xqi,...,X5) < Z H(X;) égalité ssiles X; sont indépendants
o Inégalité de Hadamard : |R| < HR”

7

e Processus stationnaire : H(X) < H(X1), égalité ssi cas iid

S. Zozor Information, inégali et relatio: ’incertitude
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Chaines de Ma 4

Inégalités — relations entropiques Iy ité de la pt nce entropique
Estimation — relations entre informations

CONDITIONNEMENT, MARGINALES, CONCAVITE

@ Conditionner réduit 'entropie :

H(X|Y) < H(X) avec égalité ssi X et Y sont indépendants

@ Incertitude globale plus petite que la somme des incertitudes :

H(Xqi,...,X5) < Z H(X;) égalité ssiles X; sont indépendants

o Inégalité de Hadamard : |R| < HR”

e Processus stationnaire : H(X) < H(X1), égalité ssi cas iid

@ Concavité de H : pour A; > 0 tels que Y .\ =1,

H (Z A,,-,Xz) > NH(X))

S. Zozor Information, inégalités et relatio d’incertitude



Inégalités — relations entropiques é¢ 3 wnce entropique
ati relations entre informations

INEGALITES ET CHAINES DE MARKOV

Chaine de Markov X — Y — Z
si p(z, z|y) = p(z|y)p(z|ly) & p(z|y,x) = p(z|y) (relation symétrique)

Processus de Markov : X1+ ... X, +— ... p(z;|xi—1) proba. de transition

S. Zozor Information, inégali et relations d’incertitude



Inégalités — relations entropiques X: 3 E wnce entropique
stimation — relations entre informations

INEGALITES ET CHAINES DE MARKOV

Chaine de Markov X — Y — Z
si p(z, z|y) = p(z|y)p(z|ly) & p(z|y,x) = p(z|y) (relation symétrique)

Processus de Markov : X1+ ... X, +— ... p(z;|xi—1) proba. de transition

@ Data Processing Theorem :
X—Y—Z=I1X;Y)>I(X;2)

S. Zozor Information, inégali et relatio: ’incertitude



Inégalités — relations entropiques ité ce entropique
Estimation — relations entre informations

INEGALITES ET CHAINES DE MARKOV

Chaine de Markov X — Y — Z
si p(z, z|y) = p(z|y)p(z|ly) & p(z|y,x) = p(z|y) (relation symétrique)

Processus de Markov : X1+ ... X, +— ... p(z;|xi—1) proba. de transition
@ Data Processing Theorem :
X—Y—Z=I1X;Y)>I(X;2)
Exemple : X — Y — f(Y) et donc I(X;Y) > I(X; f(Y))

Transformer des données ne fait que dégrader I'information

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Inégalités — relations entropiques ité ce entropique
Estimation — relations entre informations

INEGALITES ET CHAINES DE MARKOV

Chaine de Markov X — Y — Z
si p(z, z|y) = p(z|y)p(z|ly) & p(z|y,x) = p(z|y) (relation symétrique)

Processus de Markov : X1+ ... X, +— ... p(z;|xi—1) proba. de transition
@ Data Processing Theorem :
X—Y—Z = IX;Y)>I(X;Z)
Exemple : X — Y — f(Y) et donc I(X;Y) > I(X; f(Y))
Transformer des données ne fait que dégrader I'information

@ 2" loi de la thermodynamique (systéme isolé, H est croissante)
Soit {X,} processus de Markov

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Inégalités — relations entropiques ité ce entropique
Estimation — relations entre informations

INEGALITES ET CHAINES DE MARKOV

Chaine de Markov X — Y — Z
si p(z, z|y) = p(z|y)p(z|ly) & p(z|y,x) = p(z|y) (relation symétrique)

Processus de Markov : X1+ ... X, +— ... p(z;|xi—1) proba. de transition
@ Data Processing Theorem :
X—Y—Z = IX;Y)>I(X;Z)
Exemple : X — Y — f(Y) et donc I(X;Y) > I(X; f(Y))
Transformer des données ne fait que dégrader I'information
@ 2" loi de la thermodynamique (systéme isolé, H est croissante)

Soit {X,} processus de Markov
@ pn et gn deux densités de probabilités de X, (C.I. #) :

Dua(pr+1llgn+1) < Dia(pnllgn)

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Inégalités — relations entropiques ité ce entropique
Estimation — relations entre informations

INEGALITES ET CHAINES DE MARKOV

Chaine de Markov X — Y — Z
si p(z, z|y) = p(z|y)p(z|ly) & p(z|y,x) = p(z|y) (relation symétrique)

Processus de Markov : X1+ ... X, +— ... p(z;|xi—1) proba. de transition
@ Data Processing Theorem :
X—Y—Z = IX;Y)>I(X;Z)
Exemple : X — Y — f(Y) et donc I(X;Y) > I(X; f(Y))
Transformer des données ne fait que dégrader I'information
@ 2" loi de la thermodynamique (systéme isolé, H est croissante)

Soit {X,} processus de Markov
@ pn et gn deux densités de probabilités de X, (C.I. #) :

Dua(pr+1llgn+1) < Dia(pnllgn)

e soit p* densité de probabilité stationnaire :
Dua(prs1llp”) < Dia(pallp®)

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Inégalités — relations entropiques ité ce entropique
Estimation — relations entre informations

INEGALITES ET CHAINES DE MARKOV

Chaine de Markov X — Y — Z
si p(z, z|y) = p(z|y)p(z|ly) & p(z|y,x) = p(z|y) (relation symétrique)

Processus de Markov : X1+ ... X, +— ... p(z;|xi—1) proba. de transition
@ Data Processing Theorem :
X—Y—Z = IX;Y)>I(X;Z)
Exemple : X — Y — f(Y) et donc I(X;Y) > I(X; f(Y))
Transformer des données ne fait que dégrader I'information
@ 2" loi de la thermodynamique (systéme isolé, H est croissante)

Soit {X,} processus de Markov
@ pn et gn deux densités de probabilités de X, (C.I. #) :

Dia(pn+1llgn+1) < Dia(pnllgn)
e soit p* densité de probabilité stationnaire :
Dua(prs1llp”) < Dia(pallp®)
o si p* est uniforme sur D et p, définie sur le méme domaine :
H(Xn11) > H(Xn)

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Inégalités — relations entropiques ité ce entropique
Estimation — relations entre informations

EXERCICE SUR UNE CHAINE DE MARKOV

Soit la chaine de Markov {X,} binaire de matrice de transition

P = (1 fp 1 ; q) (processus homogene car P indépendant de n).

P : transition du canal binaire.
@ Calculer le(s) vecteur(s) de probabilité stationnaire(s) p*. Sous quelle
condition y en a-t-il un uniforme ?

@ Canal sans erreur, p = ¢ = 1 : quel est le comportement de H(X,) et de
Dia(pnlign) ?

@ Canal “inverseur”, p = g = 0 : quel est le comportement de H(X,), de
Dyi(pn|lgn) et de Di(pnl|p™) ? Comment se comporte py, ?

@ p#0,let g#0,1:
e Montrer que p, — p*
e Soit p=0.7, ¢ =0.5 et p, = (8?
H(X3) ainsi que H(X). Conclusion.

>. Calculer H(Xo), H(X1) et

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude
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INEGALITE DE LA PUISSANCE ENTROPIQUE

@ Inégalité de la puissance entropique :
X, Y continus sur R? et indépendants,

N(X+Y)>N(X)+N(Y) (non triviale)

égalité si et seulement si X, Y ~ N (-, Rx,y) avec Ry « Rx

Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude
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Inégalités — relations entropiques I alité de la pu 1ce entropique
imation — relatic ntre informations

INEGALITE DE LA PUISSANCE ENTROPIQUE

@ Inégalité de la puissance entropique :
X, Y continus sur R? et indépendants,

N(X+Y)>N(X)+N(Y) (non triviale)
égalité si et seulement si X, Y ~ N (-, Rx,y) avec Ry « Rx
o Conséquence : inégalité matricielle de Minkovsky ; R1 et Ra2

symétriques définies positives, |R1 + R2|% > \Rlﬁ + |R2\%

Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Inégalités — relations entropiques a nce entropique
Estimation relations entre informations

INEGALITE DE LA PUISSANCE ENTROPIQUE

@ Inégalité de la puissance entropique :
X, Y continus sur R? et indépendants,

N(X+Y)>N(X)+N(Y) (non triviale)
égalité si et seulement si X, Y ~ N (-, Rx,y) avec Ry « Rx
o Conséquence : inégalité matricielle de Minkovsky ; R1 et Ra2
symétriques définies positives, |R1 + R2|% > \Rlﬁ + |R2\%

@ Equivalence : X et Y continus sur R?, indépendants, X et Y Gaussiens
indépendants de matrices de covariances proportionnelles et tels que

H (3?) = H(X) et H (17) = H(Y),

H(X+Y)2H<)7+f/>

S. Zozor Information, inégalités et relatio d’incertitude



Inégalités — relations entropiques a 1ce entropique
s entre informations

INEGALITE DE LA PUISSANCE ENTROPIQUE

@ Inégalité de la puissance entropique :
X, Y continus sur R? et indépendants,

N(X+Y)>N(X)+N(Y) (non triviale)
égalité si et seulement si X, Y ~ N (-, Rx,y) avec Ry « Rx
o Conséquence : inégalité matricielle de Minkovsky ; R1 et Ra2
symétriques définies positives, |R1 + R2|% > \Rlﬁ + |R2\%

@ Equivalence : X et Y continus sur R?, indépendants, X et Y Gaussiens
indépendants de matrices de covariances proportionnelles et tels que

H (3?) = H(X) et H (17) = H(Y),
H(X+Y)> H<)7+17>
@ Inégalité dite de préservation de covariance (équivalente)

H(ﬁx+\/1 —AY) > AH (X)+ (1 - NH(Y)

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Inégalités — relations entropiques a 1ce entropique
s entre informations

INEGALITE DE LA PUISSANCE ENTROPIQUE

@ Inégalité de la puissance entropique :
X, Y continus sur R? et indépendants,

N(X+Y)>N(X)+N(Y) (non triviale)
égalité si et seulement si X, Y ~ N (-, Rx,y) avec Ry « Rx
o Conséquence : inégalité matricielle de Minkovsky ; R1 et Ra2
symétriques définies positives, |R1 + R2|% > \Rlﬁ + |R2\%

@ Equivalence : X et Y continus sur R?, indépendants, X et Y Gaussiens
indépendants de matrices de covariances proportionnelles et tels que

H (3?) = H(X) et H (17) = H(Y),
H(X+Y)> H<)7+17>
@ Inégalité dite de préservation de covariance (équivalente)
H (ﬁX V1o AY) > AH (X)+ (1 - NH(Y)

On peut en tirer entre autre des inégalités matricielles. . .

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Inégalités — relations entropiques X: 3 E e entropique
Estimation — relations entre informations

ESTIMATION : FISHER, VARIANCE ET DIVERGENCE

Soit X ~ pg, ol pg, € {rg}g- On veut estimer o & partir de X

D (g re, ) = 5 (6~ 00)'7(80)(8 — 80) + 0 (16 — 66 )

S. Zozor Information, inégali et relatio: ’incertitude



Inégalités — relations entropiques i e entropique
Ebtlllldtlo]l — relations entre informations

ESTIMATION : FISHER, VARIANCE ET DIVERGENCE

Soit X ~ pg, ol pg, € {rg}g- On veut estimer o & partir de X
1 t 2
D (1)9 H[)91)> = 5 (6= 80)"7(80)(8 — 80) + 0 (|6 — 60]|”)

Cramér-Rao : estimateur 50 de 6o, non-biaisé et de covariance Rag,,
Ro, — J(60) " >0 (Rx —J(X)™ ' >0)
Preuve : J(09) = E[SS'] avec S = Vg log pg,, et E[S(B0 — 60)!] =1

Cauchy-Schwarz E[u’S (80 — 00)'v] < u'J (8o)uv' Rogv en u = J(60) "

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Inégalités — relations entropiques i e entropique
Ebtlllldtlo]l — relations entre informations

ESTIMATION : FISHER, VARIANCE ET DIVERGENCE

Soit X ~ pg, ol pg, € {rg}g- On veut estimer o & partir de X
1 t 2
D (1)9 H[)91)> = 5 (6= 80)"7(80)(8 — 80) + 0 (|6 — 60]|”)

Cramér-Rao : estimateur 50 de 6o, non-biaisé et de covariance Rag,,
Ro, — J(60) " >0 (Rx —J(X)™ ' >0)
Preuve : J(09) = E[SS'] avec S = Vg log pg,, et E[S(B0 — 60)!] =1

Cauchy-Schwarz E[u’S (80 — 00)'v] < u'J (8o)uv' Rogv en u = J(60) "

Cas particulier : R;; > (J_l)ii (scalaire 0> > 1) et Tr (R) >

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude
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ation — relations entre informations

IDENTITE DE DE BRUILIN

Soient X et G avec G ~ N (-, I) indépendant de

X. On a alors X v

O 1 (X +v2G) = L (X + V&G)

Information, inégalités et relations d’incertitude
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Inégalités — relations entropiques Sgalité de I wnce entropique
ation — relations entre informations

IDENTITE DE DE BRUILIN

Soient X et G avec G ~ N (-, I) indépendant de
X. On a alors X + v

O 1 (X +v2G) = L (X + V&G)

Conséquences :

@ Inégalité de la puissance entropique

Information, inégalités et relations d’incertitude
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Inégalités — relations entropiques Sgalité de I wnce entropique
ation — relations entre informations

IDENTITE DE DE BRUILIN

Soient X et G avec G ~ N (-, I) indépendant de

X. On a alors X v

O 1 (X +v2G) = L (X + V&G)

Conséquences :
@ Inégalité de la puissance entropique
@ Inégalité isopérimétrique entropique

J(X)N(X)>d

Information, inégalités et relations d’incertitude



Chaine
Inégalités — relations entropiques Sgalité de I wnce entropique
ation — relations entre informations

IDENTITE DE DE BRUILIN

Soient X et G avec G ~ N (-, I) indépendant de

X. On a alors X v

O 1 (X +v2G) = L (X + V&G)

Conséquences :
@ Inégalité de la puissance entropique
@ Inégalité isopérimétrique entropique

J(X)N(X)>d

@ “Cramér-Rao” sur la somme des variances Tr (Rx ) >

Information, inégalités et relations d’incertitude



Inégalités — relations entropiques ité E e entropique
Estimation — relations entre informations

IDENTITE DE DE BRUILIN

Soient X et G avec G ~ N (-, I) indépendant de

X. On a alors X v

O 1 (X +v2G) = L (X + V&G)

Conséquences :
@ Inégalité de la puissance entropique
@ Inégalité isopérimétrique entropique

J(X)N(X)>d

@ “Cramér-Rao” sur la somme des variances Tr (Rx ) >

T
Verdd05 %I(X;\/EX+G) = %E [(X - [X‘ﬁX+GD2}

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude
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Relations d’incertitude

PLAN DU COURS

© RELATIONS D’INCERTITUDE
@ Relation d’incertitude d’Heisenberg et versions entropiques

S. Zozor Information, inégalités et relatio incertitude



Relation d’incertitude d’Heisenberg et versions entropig

Relations d’incertitude

PRINCIPE D’INCERTITUDE D’HEISENBERG

Fonction d’onde ¥y(x), x € R?

i.e. p=|Wg4|? est la densité de probabilité d’un vecteur aléatoire X

Transformation de Fourier U4(x) = (27)~ 5 / Yy(u)e™ WIT gy
R4

i.e. p= |\/I}d|2 densité de probabilité du vecteur aléatoire “conjugué” X

Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude



Relation d’incertitude d’Heisenberg et versions entropig

Relations d’incertitude

PRINCIPE D’INCERTITUDE D’HEISENBERG

Fonction d’onde ¥y(x), x € R?
i.e. p=|Wg4|? est la densité de probabilité d’un vecteur aléatoire X

Transformation de Fourier U4(x) = (27)~ 5 / Yy(u)e™ WIT gy
R4
i.e. p= |\/I}d|2 densité de probabilité du vecteur aléatoire “conjugué” X

Principe d’incertitude d’Heisenberg :

4Rx — Rz >0

(E[XtX] E[X—fx])é égalité ssi X ~ N

N|=

d d Z

S. Zozor Information, inégalités et relatio d’incertitude



Relation d’incertitude d’Heisenberg et versions entropig

Relations d’incertitude

PRINCIPE D’INCERTITUDE D’HEISENBERG

Fonction d’onde ¥y(x), x € R?
i.e. p=|Wg4|? est la densité de probabilité d’un vecteur aléatoire X

Transformation de Fourier U4(x) = (27)~ 5 / Yy(u)e™ WIT gy
R4
i.e. p= |\/I}d|2 densité de probabilité du vecteur aléatoire “conjugué” X

Principe d’incertitude d’Heisenberg :

4Rx — Rz >0

(E[XtX] E[X—fx])é égalité ssi X ~ N

vV
Wl

d d

Ces relations ont un sens si les covariances existent :
d+1
r (%)
d+1

5|3 1+zt='z) 2

Quid e.g. du cas Cauchy p(x) = ?

S. Zozor Information, inégalités et relatio d’incertitude
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Relations d’incertitude

VERSION ENTROPIQUE (BIALYNICKI-BIRULA & MYC CoM. IN MATH. PHy
)

>

H(X)+ H(

>1+logm




Relation d’incertitude d’Heisenberg et versions entropig

Relations d’incertitude

VERSION ENTROPIQUE (BIALYNICKI-BIRULA & MYCIELSKI, COM. IN MATH. PHYS. ’75)

HX)+HE) oo n
y >

Babenko61: ||V [[oa- < (Cans) | ¥ |20

1

Coor = ( ")% (g)fm avec a € [%, 1} et i + .- =1

a* 2ac*

S. Zozor Information, inégali et relations d’incertitude



Relation d’incertitude d’Heisenberg et versions entropig

Relations d’incertitude

VERSION ENTROPIQUE (BIALYNICKI-BIRULA & MYCIELSKI, COM. IN MATH. PHYS. ’75)

H(X)+ H(X)

p >1+logm

Beckner'75: [ Wglloas < (Caros ) || Wall2a
_1_ 1
Caer = (£)77 (2) % avecae [151] et 4 + 55 =1

S. Zozor Information, inégali et relations d’incertitude



Relation d’incertitude d’Heisenberg et versions entropig

Relations d’incertitude

VERSION ENTROPIQUE (BIALYNICKI-BIRULA & MYCIELSKI, COM. IN MATH. PHYS. ’75)

H(X)+ H(X)

p >1+logm

Beckner'75:  [[Walloas < (Caro)? || Wall2a

Cao,ax :("‘)ﬁ (1)7i avec a € [%, 1} et i—i— Lo—=1

a* « 2a*
W(a*) = (Caro )| Wall20 — H\f’dﬂza* > 0 avec égalité pour o = 1 (Parseval)
W(a™)

aw >
dB | 1+ T

S. Zozor Information, inégali et relations d’incertitude



Relation d’incertitude d’Heisenberg et versions entropig

Relations d’incertitude

VERSION ENTROPIQUE (BIALYNICKI-BIRULA & MYCIELSKI, COM. IN MATH. PHYS. ’75)

75)

H(X X
HXO)+HHY) Sy 4 ogn
d
Beckner'75:  [[Walloas < (Caro)? || Wall2a

1 _1

Corer = (2)7 ()% avecae [331] et 3 + 5 =1

W(a*) = (Carar) | ¥all20 — H\f’dea* > 0 avec égalité pour o = 1 (Parseval)
W(a™)

dW
_ — >0
dg ar=1+ o

I ar

+ H(AX) = H(X) + H(X)

@ Insensible aux facteurs d’échelle H(A

X)
@ Implique Heisenberg : (N(X)N(X))% >

1
2

@ Egalité ssi X est Gaussien, minimisante de N(X)N(X)

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude




Relation d’incertitude d’Heisenberg et versions entropig

Relations d’incertitude

GENERALISATION A RENYI

Directement de la relation de Beckner, via Ho (X) = 12 log [[14|[3% :

H(x(X> + H(»* (X)
d

. L%
log o log o

20—1)  2(a*—1)

> logm + = B(a)

S. Zozor Information, inégali et relations d’incertitude



Relation d’incertitude d’Heisenberg et versions entropig

Relations d’incertitude

GENERALISATION A RENYI

Directement de la relation de Beckner, via Ho (X) = 12 log [[14|[3% :

H(x(X> + H(»* (X)
d

. L%
log o log o

20—1)  2(a*—1)

> logm + = B(a)

Valable pour o > % par involution X<x

Insensible aux facteurs d’échelle (matriciel inversible)

@ o — 1 Bialynicki-Birula & Mycielski est retrouvé

égalité si et seulement si X est Gaussien

S. Zozor Information, inégali et relations d’incertitude



Relation d’incertitude d’Heisenberg et versions entropig

Relations d’incertitude

GENERALISATION A RENYI

Directement de la relation de Beckner, via Ho (X) = 12 log [[14|[3% :

H,(X)+ H, (X) log « log a*
' > 1 - = B(«
d zlogm+ 5 = T o — 1y~ B
@ Valable pour o > % par involution xX<ix
@ Insensible aux facteurs d’échelle (matriciel inversible)
@ o — 1 Bialynicki-Birula & Mycielski est retrouvé
@ égalité si et seulement si X est Gaussien
@ Décroissance de H) versus A :
_ 27 si (o, 8) € 10;1/2]2
H,(X)+ Hg(X )
(X) + Hy(X) > B(max(a, 3)) sinon et (< a*

pas de rel. incert. sinon

S. Zozor Information, inégalités et relations d’incertitude
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CAS DISCRET — CAS PERIODIQUE

U, défini sur A = {0,...,n — 1}%, X vecteur aléatoire associé
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CAS DISCRET — CAS PERIODIQUE

U, défini sur A = {0,...,n — 1}%, X vecteur aléatoire associé

o TF “réduite” : ¥ () = (2m) "2 3 Wa(u)e ™ ® ¢ [0;2m)°
ucA

Ho(X) + Hp(X)

7 > log(2m) pour B < a”, égalité ssi X est déterministe
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CAS DISCRET — CAS PERIODIQUE

U, défini sur A = {0,...,n — 1}%, X vecteur aléatoire associé

o TF “réduite” : B (a) "2 S wa(w)e Wz e [0;2m)°
ucA

Ho(X) + Hp(X)

7 > log(2m) pour B < a”, égalité ssi X est déterministe

@ TF “discrete” : \flild) = Z Ua(u mTﬂutk ke A’
ucA

Ho(X)+ Hp(X)

] >logn pour 3 < ", égalité ssi X est déterministe

S. Zozor Information, inégalités et relatio d’incertitude
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CAS DISCRET — CAS PERIODIQUE

U, défini sur A = {0,...,n — 1}%, X vecteur aléatoire associé

o TF “réduite” : ¥ (x) “EY W) e ™z e [0;2n)°
UcA

Ha X Hp X * g ez . P P

w >log(2m) pour B < o, égalité ssi X est déterministe

s (d) — 2wtk d

o TF “discrete” : W Z Va(u n kcA

UcA
Ho(X)+ Hp(X P R T , .
w >logn pour 8 < a’, égalité ssi X est déterministe
ST = 11 \d

Basés sur I'inégalité de Young-Hausdorf || |20 < (C Za¥ 4a) %] 2a

avec a € [3; 1] et C =2 (TFR) ou n (TFD)
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