Capitolul 6

Coduri ciclice

6.1 Breviar teoretic

Codurile ciclice constituie un caz particular al codurilor grup.

Permutare ciclica Denumirea de "ciclic” provine de la faptul ca orice permutare ciclica a
unui cuvant de cod valid produce tot un cuvant de cod valid. Permutarea cilica, intr-un pas, a
unui cuvant se obtine luand primul element gi punandu-l la sfarsitul cuvantului. Formalizand,
fie cuvantul de cod v,_1Vp_2Up_3 ... V3V2V1V; UN cuvant obtinut printr-o permutare ciclica din
acesta este v,_oUn_3 ... V3V2V1VeV,—1; dupa mai multi pasi, prin pemutari consecutive se poate
obtine cuvantul : vov,—1Vn—2Un—_3 ... V3V2V].

De exemplu daca 10111 este un cuvant de cod (conform unui cod cilcic), atunci si 01111 este
un cuvant de cod, de altfel ca si 11110, 11101, 11011.

Structura si reprezentarea codului Lungimea cuvantului de cod se noteaza cu n. Dintre
cele n simboluri £ sunt de informatie, iar m = n — k de control. Daca in cazul codurilor grup
reprezentarea era sub forma de vectori, In cazul codurilor ciclice reprezentarea este sub forma
de polinom.

Polinomul de informatie i(x) are gradul k — 1 :

i(2) = ip_12" 7 Fip_oxP Tl 4 i+ g

unde [ig_1ik—_2 . ..11i9] sunt simbolurile de informatie.
Cuvantul de cod este reprezentat printr-un polinom de grad n — 1:

v(z) = V12" 0z 24 v+ v

Similar cu matricea generatoare, GG, de la coduri grup, aici se utilizeaza polinomul generator,

notat g(x). Gradul acestuia este m:
9(x) = gma™ + gm12™ "+ + qrr + go

Pentru a fi un polinom generator al unui cod functional, g(z) trebuie sa fie polinom primitiv.
Intr-o simplificare a definitiei in care se tine cont si de faptul ca coeficientii polinomului pot fi
doar 0 sau 1, un polinom este primitiv daca este:
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o ireductibil. Acest lucru presupune ca nu exista nici un polinom de grad nenul gi mai mic
de m care sa fie divizor al lui g(x)

e dacd « este o radacina a lui g(x) (g(a) = 0) atunci cel mai mic intreg T pentru care
o =T este T = 2m — 1 = 2970d(9) _ 1,

De retinut este ca polinoamele primitive sunt listate (cunoscute), iar de importantd practica
este faptul ca coeficientii de grad maxim (g,,) si minim (gg) sunt nenuli: g,, = 1, go = 1.

Echivalent matricei de control de la coduri grup, in cazul codurilor ciclice,se defineste un
polinom de control, h(x). Acesta are gradul k — 1 si se afla in relatia urmatoare cu polinomul
generator:

g(x)h(z) =2z" +1
Adica:
(gmz™ + -+ g12 + go) (hk$k+"'+h1$+ho) =a"+1

Matricea G echivalenta polinomului generator are k linii si n coloane si este de forma:

go g1 --- GGm-1 9m 0 o ... O
0 g 91 -+ Gm-1 9m 0O ... 0
0 0 ... 0 e g 91 .-+ Gm

Matricea H echivalenta polinomului de control are m linii gi n coloane si este de forma:

0 0 e hy hp—1 ... ho hi hg
0 ... hy hp_1 ... hs hy hg O
hy hip_1 ... ho h1 hg 0 ... O

Codarea

1. Codarea v(x) = i(x)g(x). Aceasta varianta corespunde codarii v = iG de la coduri grup.
Practic se realizeaza inmultirea polinoamelor iar formulele fiecarui simbol ale cuvantului
de cod se obtin prin identificare de coeficinti. Codul rezultat nu este sistematic.

2. Codarea v(z) = z™i(x)+ rest [%ﬂgf)} Aceasta varianti corespunde cazului Hv! = 0 de
la coduri grup. Pe primele k pozitii ale cuvantului de cod se vor plasa simbolurile de
informatie, iar pe ultimele n — k = m simbolurile de control. Polinomul corector asociat
simbolurilor de control ¢(x) este restul impartirii lui 2™i(x) la g(x). Codul rezultat este

sistematic.

Circuite de codare Exista doud circuite de codare uzuale. Ambele corespund variantei de
cod sistematic. Acestea sunt:

1. Circuit de codare prin divizare.

2. Circuit de codare cu registru de deplasare si reactie negativa.
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6.2 Probleme rezolvate

1. [1]Un cod Hamming ciclic este generat cu ajutorul polinomului primitiv g(z) = x® +x +1:
(a) Sa se determine numdrul de simboluri de informatie si numarul de simboluri de
control. Sa se determine proprietatile de corectie / detectie ale acestui cod.
(b) Sa se calculeze polinomul corector.
(¢) Sa se calculeze matricea generatoare gi matricea de control a codului.

(d) Sa se genereze toate cuvintele de cod folosind atdat codarea cu polinomul generator cdt
st cu cel corector.

(e) Sa determine schema codorului cu divizor si sa se analizeze functionarea lui.

(f) Sa determine schema codorului cu registru de deplasare i reactie si sa se analizeze
functionarea lus.

(g) Sa se analizeze tranzitiile starilor codorului cu reactie.
Rezolvare:

(a) Parametri codului : se stie ca polinomul generator este de grad m (numarul de sim-
boluri de control). Codurile ciclice sunt coduri perfecte. Atunci marginea Hamming
(pentru o eroare) functioneaza cu egalitate:

lungimea cuvantului de cod esten =2 —1=7

simbolurile de informatie sunt k =n —m =4

(b) Polinomul de control se obtine ca fiind catul impartirii (modulo 2) %:
2" +1
(x) po e B +z*+a+

Ar fi de observat faptul ca gradul lui h(z) (indiferent de problema) este

grad(h) = grad(z" + 1) —grad(g) =n—m =k

0 nenuli

In plus este obligatoriu ca g(z) sa aiba coeficientii corespunzatori lui 2™ si x
(coeficientul lui 20 este nenul pentru c& altfel g(x) ar admite ca divizor pe z si nu ar
mai fi ireductibil). Aceste fapte obliga si pe h(z) la acelagi comportament: coeficentii

lui ¥ si 2% sunt nenuli.

(c) Matricea generatoare, de k linii si n coloane, are forma:

go 91 92 g3 0 0 O 1101000

G = 0 go g1 g2 g3 0 0 o 0110100

|10 0 g0 g1 g2 g3 Ol |00 1 1 010

0 0 0 go g1 g2 g3 0O 001 1 01

Matricea de control, H, avand m linii si n coloane este:

0 O hg hs ha h1 hg 0010111

H=1|10 hgy hg ho hiy hp 0| =0 1 0 1 1 1 O

hy hs ho hiy hg 0 O 101 1 100
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(d) Codarea cu polinomul generator este echivalenta cu codarea (de la codurile grup) cu

matrice generatoare:
v =1G <= v(z) = i(z)g(x)

Polinomul asociat cuvantului de cod este:

v:[vg vs U4 U3 Vg U1 fuo} v(a:):1)63:6—1—1)5335+v4x4+03x3+v2x2+v1x+v0

Polinomul de informatie este:

i= [ig iy i io] i(x) = isa® + iga? + i1z + do
Simbolurile cuvantului de cod se obtin efectuand inmultirea polinoamelor g(z) si i(z)
identificand coeficientii dupa gradul monomului:
v(x) =g(z)i(x) = (2% + x + 1) (igz® + igx? + i1x + i) =
=iz3ax® 4+ igx® 4 (iy +iz)x* 4 (ig + iz + i3)2 + (i1 +i2)2? + (i + i1)2 + o
= Ug =13 Us =12 U4 =11 +1i3 U3 =1l +i2+1i3 v2 =11+ lv1 =1ig+ %1 Vo =1p

Daca se realizeaza inmultirea v = ¢G rezultatele obtinute sunt aceleasi:

_/UO— r 7:0 T
Zl 1101000 20121
2 1 2

V= |vs3 :iG: ’io il i2 ig 0 1 10100 = i0+i2+i3

0011010 T
v 00017101 s
Us 12
V6 E

Codul obtinut nu este sistematic. Mai mult decat aat, nici macar toate simbolurile
de informatie nu apar nealterate ca simboluri in cuvantul de cod.

Un cod sistematic se obtine daci se realizeazi codarea cu matricea de control Hv! =
0. Echivalent, este fomarea cuvantului de cod din polinom de informatie si polinom
de control:

g(z)

o(x) = cox® + 1w + ¢y c(x) = rest

v(x) = c(z) + 2™i(z)
igajﬁ + ’iQIL’5 + i1x4 + i0x3
c(x) =rest 3 =
x> +r+1

=(i1 + g + i3)2? + (ig + i1 + d0)x + (ig + i + i3)

10 + 12 + 13
19 + 21 + 19
i1 + 92 + i3
V= 10
i1
i2
i3
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Pe de alta parte, codarea cu matricea de control presupune:

co
C1
ca| |2+t + 12 + i3
10 c1+ig+i1+1ia| =03
11| |c2+co+ig+ig

<
S

I

o
= o O
o = O
_ O
— = O
— =
O = =
oS O

19
13

co =11+ +13
<~ c1 =19+ 11 + 12
co=co+19+1 =10+ 12+ 13

10 | 11 | 29 | i3 v =1iG Hv' =0
0/0]0|0]0]000000O0O|0000O0O0O
170]010|1|10001101(1010001
210[0]1(0]0011010{1110010
3/0|0|1]1]0010111|0100011
410]1{0]0]0110100{0110100
5101010111001 (1100101
6 /0|1|1]0]0101110[1000110
710(1]1(1(0100011]0010111
8 |1]0[0]0]0101000[1101000
911/0|0|1(1100101(0111001
10({1]0|1]0]1110010|(0011010
111|011 |1111111{1001011
12{1]1/0]0]1011100(1011100
13{1|110]1]1010001{0001101
4111} 0]1000110|0101110
15{1|1|1]1]|1001011|1111111

Tabela 6.1: Cuvintele de cod

Cuvintele de cod obtinute, in cele doua variante, sunt trecute in tabela [6.1]

Dupa cum se poate observa atat din relatiile de codare cat si din tabel, cele doua
variante de codare duc, pentru acelasi vector de informatie, la cuvinte de cod diferite.
Totusi, multimea cuvintelor de cod este aceeasi. De pilda, cuvantul de pe pozitia a
4-a (codat cu iG) se regaseste pe pozitia 13-a in cazul codarii cu matricea de control;
s.a.m.d.

De asemenea, se poate verifica, in tabela [6.Il, proprietatea fundamentald a codurilor
ciclice: orice permutare ciclica a unui cuvant de cod duce la alt cuvant de cod; de
exemplu: cuvantul 0001101 (pozitia 2 iG), permutat o data, duce la 1000110 care se
afla pe poztia 14; de doua ori duce la 0100011 care este pe pozitia 7; g.a.m.d.
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In :
1 K
Ic,] T
g, 2l
K1 out

Figura 6.1: Codorul unui cod ciclic realizat cu registru cu deplasare. In primele k£ = 4 cicluri
de ceas comutatoarele K sunt in pozitia 1; in urmatoarele n — k = m = 3 cicli de ceas este in

pozitia 2.

(e) Schema codorului cu divizare este prezentata in figura [6.11

In constructia circuitului, legaturile verticale din partea inferioara exista in functie de
valorile coeficientilor polinomului g(z). Astfel legaturile asociate lui go §i g1 exista,
in timp ce cea corespunzatoare lui g = 0 nu.
Functionarea circuitului este coordonata de un semnal periodic (denumit uneori sem-
nal de ceas). O operatie se desfagoara pe parcursul unui ciclu (perioada) a semnalului.
Sumatoarele sunt instantanee. Registrele Cy, C1, Cy sunt registre de deplsare, adica
valoare primita la intrare la momentul n este trimisa la iegire la momentul n + 1.
Functionarea circuitului este urmatoarea:

e La pornirea circuitului registrele de deplasare au valoarea 0 (faza de initializare).

e Pe primele k = 4 perioade ale semnalului de ceas comutatorul K este in pozitia 1.
In acest timp la intrare se prezinta simbolurile de informatie. La iegire se transmit
nealterate simbolurile de informatie (partea corespunzatoare lui ™ i(x). Relatiile

in interioriul circuitului sunt:
— Out(n) = In(n);
— P(n) = In(n) + Ca(n — 1);
Co(n) = P(n);
— C1(n) =Co(n— 1)+ P(n)
— Co(n) =Ci(n—1)

La sfarsitul acestor cicli, in registrele de deplasare se va stoca restul Tmpartirii

lui 2™i(x) la g(x).

e Pe ultimele n — k = m perioade ale semnalului de ceas comutatoarele K trec in
pozitia 2. Intrarea va fi 0 iar la iesire vor fi simbolurile de control (coeficientii
restului). Relatiile in circuit sunt:

— In(n) = 0;
— Out(n) = Ca(n —1);
— P(n) =0;
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— Cp(n) = P(n);
*Cl( ) Co(nfl)jLO
- Cg(n) = Cl(n — 1)

La sfarsgitul acestor cicli, in registrele de deplasare se va incarca valoarea 0 (exact

cum am cerut la inceputul functionarii).

Evolutia circuitului poate fi urmaita in tabelul de mai jos:

[ciclu |[K| In |  Out P Co Cy Cy
0 1 | NA NA NA 0 0 0
1 1 13 3 3 13 13 0
2 1 12 12 12 12 19 + 13 13
3 1 11 11 11 + 13 11 + i3 11+ 12 + i3 12 + i3
4 1 10 0 to+i2+13 | ig+ia+i3 | 9+t +i2 | 11+ 12+ 13
5 2 0 11 + 19 + 13 0 0 19+ 19+ 13 | i+ 11 + 12
6 2 0 19 + 11 + 19 0 0 0 19 + 19 + 13
7 2 0 10 + 12 + 13 0 0 0 0

Tabela 6.2: Evolutia codorului (NA- Not available/nedisponibil) .

(f) Schema codorului cu registrii de deplasare si reactie este prezentata in figura

g3:1 ggzﬂ
ey i
ext . . 2
L T P S
1

Figura 6.2: Codorul unui cod ciclic realizat cu registru cu deplasare. In primele k = 4 cicluri de

ceas comutatorul este pe pozitia 1; in urmatoarele n — k = m = 3 cicli de ceas este in pozitia 2.

Registrele Do, D1, Dy sunt registre de deplsare. In primele k = 4 cicluri de ceas
comutatorul este pe pozitia 1; in aceasta perioada se Incarca simbolurile de informatie.

Relatiile in interiorul circuitului sunt:
o Out( ) = In(n);

B(n) = In(n);
° Dg(n): B(n) + A(n);
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e Di(n)=Dy(n—1)

e Dy(n) =Di(n—1)

e A(n) =Di(n—1)4 Do(n —1);
In urmétorii n — k = m = 3 cicli de ceas comutatorul este in pozitia 2; acum se
calculeazd simbolurile de control. Intr-un ciclu de ceas, operatiile efectuate sunt:

e Out(n) = B(n);

e B(n)= A(n);

e Dy(n) = B(n)+ A(n) = 0;
e Di(n) =Dy(n—1)

e Do(n) =Dy(n—1)

e A(n) =Di(n—1)+ Do(n —1);

Pe scurt evolutia circuitului este prezentata in tabela

Dupa cum se poate observa punctul, B coincide cu iesirea circuitului. In primii n cicli
de ceas se formeaza cuvintele de cod, pe baza relatiilor de codare obtinute pentru un
cod sistematic.

’ ciclu ‘ comutator Do Dy Dy B
0 1 0 0 0 0 13
1 1 3 0 0 0 12
2 1 12 13 0 13 1
3 1 i2 + 13 io i3 i9 + 13 ()
4 2 10 + 12 + 13 19 + 13 i2 i1 +i2 +1i3 | i1 +i2 + 13
5 2 0 10 + 12 + i3 19 + 13 9+ + 122 | tg+ 11+ 12
6 2 0 0 10+ 2 + 13 | t9+ t2 + 13 | 9 + 12 + i3
7 1 0 0 0 0 13

Tabela 6.3: Evolutia codorului.

(g) Analiza starilor de functionare se face cand circuitul de codare lucreaza autonom
(adica comutatorul este in pozitia 2 - nu existéa intrare). Codorul contine trei registri
de deplasare. Consideram vectorul care caracte_rizeaza starea codorului la momentul
n, a fi vectorul:

Do(n)
S(n) = | Di(n)
Ds(n) |
Convenim sa notam starea initiala:
o]
S0)=U= 10
1

Trecerea de la o stare la alta tine cont de relatiile

Dy — Dl, D — Do, Dy = 92D2 + g1D1 + ggDO
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Aceasta trazitie poate fi scrisa sub forma matriceala (similar cu trazitia unei surse
Markov):

S(n+1)=T8(n)

unde T este matricea caracteristica a registrului. Ea are m linii si m coloane si este

de forma: ) )
0 1 0 0
0o 0 1 0 010
T = R =10 0 1
0o 0 O 0 110
Ldo g1 Im—1 i
Dezvoltand relatia de tranzitie a starilor se obtine:
D[)(n + 1) 010 Dg (n)
Sn+1)=TS(n) <= |Di(n+1)| = [0 0 1| [Di(n)

Dg(n + 1) = D1(n) + Do(n)
<~ Dl(n+1):D2( )
Do(n + 1) = Do(n)
adica exact ce doream.

Starea la momentul n se poate scrie ca S(n) =T"U.
Starile fiind in numar finit, se va ajunge din nou dupa un timp la starea initiala.
Numarul de cicli dupa care se ajunge din nou in starea initiala este de 2™ — 1 =7,

daca circuitul este generat cu ajutorul unui polinom g¢(z) primitiv. Mai exact:

0o 1 0] [o 0

S,=TU =10 0 1| o] = |1

11 0| |1 0

0 1 ol [o] [1]

So=TS;=10 0 1| |1] = |0
11 0|0

[0 1 o] [1] 0]

S3 =TSy = 0 1| (o] = |1

1 ol |1 1

1 o] [o] [1]

Sy =T8S3 = 01 1 1
1 ol |1

1 0] 1]

Sz =TS, = 0 1 1

1oof (1] |0

1 ol [1]  [1]

Sg = TS5 = 0 1| |1 0

1 o] (0] o]
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0 1 0f |1 0
S;=TS¢= 1[0 0 1| (0] =10

1 1 0] |0 1
Ceea ce verifica ca g(x) = 23 + x + 1 este primitiv.
Aceasta ciclitate a starilor da si ciclitatea cuvintelor de cod.
Daca se analizeaza multimea cuvintelor de cod, exista doi cicli de perioada 7 si doi
de perioada 1.
In cazul in care existd intrare (codorul nu mai functioneaza autonom) starea la mo-

mentul n este data de relatia:
S(n)=TS(n—1)+aU

unde « este simbolul aflat la intrare la momentul n. Aceasta relatie este usor de
verificat pe circuit.

6.3 Probleme propuse

1. Un cod Hamming ciclic este generat cu ajutorul polinomului primitiv g;(z) = 23 + 22 + 1
sau go(z) =2 + 2+ 1

Sa se determine numarul de simboluri de informatie si numarul de simboluri de con-
trol. Sa se determine proprietétile de corectie / detectie ale acestui cod.

Sa se calculeze polinomul corector.
Sa se calculeze matricea generatoare si matricea de control a codului.

Sa se genereze toate cuvintele de cod folosind atat codarea cu polinomul generator
cat si cu cel corector.

Sa determine schema codorului si sa se analizeze functionarea lui.

2. [2] Un numar de 16 simboluri este transmis pe un canal.

(a)

(b)
()
(d)

Sa se determine numarul de simboluri de informatie, control si numarul total de biti
ai unui de cod.

S& se aleagd un polinom generator dintre :x + 1, 22 + 1,2 + 2?2 + 12t + 22+ + 1
Sa se calculeze matricea generatoare si matricea de control a codului.

Sa se determine relatiile de codare in cazul unui cod sistematic

3. [4] Deteminati ciclurile generate de registrele de deplasare cu reactie caracterizate de poli-

noamele:

(a)
(b)
()

g(z) =23+ 22 +1
gx)=2*+ 23+ 22+ 2+ 1
glxz)=a* + 22+ +1

Comentati rezultatele.

Indicatie: Se construieste matricea caracteristica a fiecarui registru de deplasare asociat

unui polinom. Se genereazad toate starile posibile, plecand din U = [0...01]T. Daca

perioada este egala cu gradul polinomului, atunci g(z) este primitiv.
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